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Capitulo 4 Geometria

"Uno puede simplificar la fisica hasta cierto grado, pero mas alla del
mismo se pierde precision. Del mismo modo, uno puede expresar un poema
con palabras, pero se pierde la métrica, la rima y la metéafora.

Paralelamente, uno puede seguir formulando preguntas como qué es la
carga eléctrica, etc., pero llega el momento en que ocurre un proceso parecido
al de un papel secante, en el cual uno comienza a absorber mas
profundamente y se da cuenta de cuales son las preguntas a formular. Sin las
matematicas, esta comprension siempre sera empirica. Es posible que grandes
empiricos instintivos, como Faraday, logren el éxito de todas formas, pero ese
no es el caso para el comun de los mortales."

Myron Evans, 2004

Introduccidén

La fisica es geometria. La geometria no soélo describe simplemente a la fisica.
Mas bien, uno no puede separar una de la otra. En las ecuaciones de Evans, y tal
como lo creia Einstein, toda la fisica se basa en la geometria.

Las matematicas incluidas en éste y en el proximo capitulo seran muy dificiles
para muchos lectores. Si éste es su caso, lea los capitulos de cualquier manera. Por el
momento deje a un lado las partes imposibles. Luego regrese y utilicelas, junto con el
Glosario cuando sea necesario.

Las matematicas son un lenguaje y, hasta cierto punto, es posible aprender a
leerlas sin saber necesariamente como operarlas. Hay tres formas de enfocar el
estudio de la geometria - la matematica, la verbal y la visual. Se recomienda al lector
que se concentre en las ultimas dos formas tanto como sea necesario. La informacion
aqui incluida tiene el propdsito de intentar dar una explicacion fisica a las matematicas.
Sin embargo, la fisica necesita de las matematicas para modelar los resultados de los
experimentos y para describir los eventos. Uno no puede evitar completamente el uso
de las matematicas. El aprender a leerlas, y a asociar una imagen con ellas les dara
significado.

Tomemos una férmula, J =r x p j,Posee esto algun significado fisico? No. Se
trata sélo de una ecuacion.; pero qué sucede si les damos significado a cada una de
las letras de la misma? Amarremos un palo a una cuerda y hagamoslo girar a nuestro
alrededor. Sea J el momento angular, un vector que describe la tendencia del palo a
moverse en una direccion circular. (Las letras en negrita indican que el valor es un
vector, que posee direccién). Sea r el radio - es decir, la longitud de la cuerda desde el



centro de rotacion. Y sea p la masa del palo multiplicada por su velocidad - el
momento, p = mv. Ahora ya tenemos significado:

J=rxp 6 J=rmv (1)

Ahora la ecuacion posee un significado fisico. Hemos dado una definicion a
cada una de las letras y - mas importante aun - la ecuacion predice resultados reales.
La ecuacion es correcta. Después de todo, algunas ecuaciones estan equivocadas.

Eigenvalores

Aun cuando se encuentran mas alla del alcance de este libro, creemos que las
eigenecuaciones, los eigenvalores, y los demas "eigen..." se mencionan a menudo en
la obra de Evans. Eigen en este contexto indica que el resultado posee significado
fisico real. El término "eigen" significa "propio" en idioma aleman.

Por ejemplo, las orbitas del electrén en un atomo sélo pueden adoptar valores
enteros segun la ecuacion E = nhf, que es la hipotesis cuantica de Planck. Aun cuando
se trata de una simplificacién extrema, podemos afirmar que los valores de E que
satisfacen este ecuacién son valores propios. Toda energia que no puede obtenerse
como resultado de la ecuacién anterior no es real, y por ende no puede tener realidad
fisica.

Espaciotiempo curvo de Riemann

La geometria de Riemann se desarrollé para permitir calculos geométricos en
espacios curvos de cualquier numero de dimensiones. El dibujo en la Figura 4-1
representa una superficie bidimensional similar a una esfera, dentro de un espacio
tridimensional. Cuando tratamos con espaciotiempo en cuatro dimensiones, la
geometria de Riemann posee los métodos necesarios para hallar distancias, curvas
geodésicas, direcciones, areas y volumenes. Einstein utilizé la geometria de Riemann
en su teoria de la relatividad como el fundamento para la explicacion geométrica de la
fisica.

Una suposicion de la relatividad general es que el espaciotiempo de nuestro
universo es completamente diferenciable en todas partes. Ello significa que en todas
partes hay puntos en el espaciotiempo que permiten una identificacion completa y
continua de una linea curva, areas o volumen. La cuantizacion del espaciotiempo
implicaria que el espaciotiempo es diferenciable en todas partes hasta alcanzar
distancias muy pequefas, al menos a nivel de la distancia de Planck.

El espacio de Riemann es un espaciotiempo no lineal y de cuatro dimensiones.
En cualquier sistema de coordenadas, los vectores pueden definirse para cualquier
punto. Los vectores existen en el espacio tangencial ortogonal, que es un espacio
matematico que contiene a los vectores. Esos vectores definen la curvatura y nos
permiten evaluar los campos gravitacionales y electromagnéticos a medida que el
espacio cambia. El espacio vectorial es ortogonal al espacio real, lo cual significa que
seria perpendicular si no hubiese curvatura. Véase la Figura 4-1

Hay vectores en cada punto que dan los valores de tension de compresion
debido a masa o a energia, direccién de fuerzas y de campos, gradiente de cambio de
estas fuerzas, y la rotacion del espaciotiempo en la region.



Existen escalares numéricos en cada punto. La masa es un escalar. No tiene
direccién, como lo tiene un vector.

El conjunto de todos estos vectores y nUmeros escalares en relatividad se
denomina paquete tangente’. En teoria cuantica, el conjunto de vectores que
describen los eventos se considera como ubicados en el espacio gauge. Evans indica
que estos constituyen el mismo espacio; esta es una unificacién matematica de las
teorias de la relatividad y cuantica.

Figura 4-1 Espacio Curvo

Ya sea la masa o la energ ia
curvan el espacio. En un espacio
curvo la distancia m as corta
entre dos puntos es una curva

ya que no existen las | ineas
rectas.

Se indica la distancia m as corta
entre los puntos Ay B.

Es una geodésica. Un avidn
que viaja una gran distancia sobre
la Tierra sigue una | inea semejante.

El triangulo 1-2-3 no puede dibujarse con | ineas rectas. Lalinea
debe de seguir la curvatura del espacio que la contiene. El tri angulo no tendra
angulos que sumen 180 grados en un espacio curvo.

Vectores
ortogonales

Cuando una superficie curva
tiene tres dimensiones,
hay dos vectores ortogonales
definidos en cada
punto.
Perpendiculares a una
curva se conocen como
"ortogonales" en m ultiples
dimensiones.

' N. del T.: Tangent bundle, en idioma inglés.



Torsion

La torsion es el "enrollamiento” de una variedad o manifold - cualquier
espaciotiempo como podria ser nuestro universo. A veces se denomina el segundo
tipo de curvatura. Riemann es la primera curvatura y es a lo largo de la distancia de
una variedad. La torsion es la curvatura de la variedad cuando gira sobre si misma.

Derivadas

La geometria diferencial es el estudio de las derivadas. Véase la Figura 4-2. La
derivada de una ecuacion de una curva nos da la pendiente o el ritmo de cambio en un
dado punto. Puede que la forma de la curva completa se mueva por todas partes, pero
en cualquier punto la velocidad de cambio es especifica. El concepto basico de cambio
viene dado por dx/dt.

Es decir, el cambio en x, por ejemplo el nUmero de kildmetros recorridos en el
automovil, con respecto al cambio en tiempo, digamos una hora. 100 km en una hora
= dx/dt = 100 km/hr. Aun cuando las férmulas tengan aspecto complicado, la idea
basica es siempre simple.

Figura 4-2 La pendiente como una derivada

<
dx/dt =7
™ ay b se usan
para obtener
numeros reales.
X b x=2-1=1
N t=3-1=2
dx/dt =1/2
a
o
0 1 2 3 4

Si una curva se describe mediante el ecuaciony =a + bx + cx?, entonces la
primer derivada nos da la pendiente. La aceleracion, o el ritmo de cambio del cambio,
es la segunda derivada. Si uno esta acelerando, entonces la velocidad esta
aumentando a cierto ritmo. Esto podria indicarse mediante d®x/dt?. Esto significa el
cambio por segundo cada segundo. La pendiente de la curva de velocidad en
cualquier punto es la aceleracion.



Un automdvil puede que acelere desde cero hasta 100 km/h en 10 segundos.
Sin embargo, el ritmo de incremento no es constante. El calculo diferencial permite
una evaluacion mas precisa del cambio en cualquier momento. Podemos incluir mas
detalles si sabemos, por ejemplo, que el ritmo de cambio es menor durante los
primeros cuatro segundos y mayor durante los ultimos seis segundos.

La existencia de una métrica implica cierta conexion entre los puntos en el
espacio. La curvatura puede considerarse como aquella de la métrica. Cuando vamos
de un espacio a otro, existen conexiones matematicas entre ellos. La métrica es un
mapa. El mapa podra doblarse, torcerse, encogerse en una dimensioén y estirarse en
otra. Las matematicas nos permiten calcular adecuadamente tales cambios.

0, ladiferencial parcial.

" 0" representa "parcial", el simbolo de la diferencial parcial. Cuando existen

dos o mas variables, uno puede efectuar operaciones sobre ellas cambiando una
variable a la vez. Las diferenciales parciales se utilizan donde existen varias variables

que cambian simultaneamente.

Esta es una de un numero infinito de derivadas parciales posibles:
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da como resultado un nimero, 0" , luego de algunos calculos. Podria ser la pendiente
de uno de los vectores en la Figura 4-3.

Figura 4-3  Variedad del espaciotiempo

Variedad del espaciotiempo

En todo punto en el espacio existe un espacio vectorial, T,



Figura4-4  Producto punto

El producto punto o escalar es un escalar, sélo una
distancia sin direccion. Puede utilizarse para obtener
trabajo y también otros valores.

Vectores

La mayoria de los vectores son flechas. Tienen direccion y un valor numérico.
Una fuerza actia como un vector y se representa mediante un vector. Si uno empuja
un objeto, la fuerza que uno ejerce posee una magnitud y una direccién. En cambio,
aeb es el producto punto. Dados los vectores en la Figura 4-4, este producto se
define como el nimero escalar |a||b|cos 0. |a| indica el valor absoluto de a. Un
valor absoluto siempre es positivo.

Producto escalar, o interno

El producto punto sélo esta definido en tres dimensiones. En cuatro
dimensiones se denomina producto escalar o producto interno. Los vectores en

relatividad general tienen cuatro dimensiones. Esto se indica mediante q“ ,por
ejemplo, donde la letra griega mu indica cuatro dimensiones y puede adoptar letras
con numeros tales como 0, 1, 2 ,3. Si se utiliza una letra latina para el indice, entonces
se indican tres dimensiones o parametros o estan implicitos los cuatro indices
ortonormales? - ct, x, y, z. En cuatro dimensiones se utiliza el término producto interno.
(Los 4-vectores definen un espacio de cuatro dimensiones, y el producto de dos de
ellos se encuentra en el espacio).

Si los vectores son perpendiculares u ortogonales entre ellos, el producto punto
o interno es igual a cero. La proyeccién nos extiende a lo largo del segundo vector
debido a que entre lineas perpendiculares sus respectivas proyecciones mutuas sobre
el otro es igual a cero.

El producto punto es conmutativo: x ey =y e x.  Es asociativo:a (x ey)=ay ex

Es distributivo:ae (x +y)=aey +aex. Aquix ey sonvectoresy"a"es una
constante. El producto punto no esta definido para tres o mas vectores, y se utiliza
entonces el producto interno. El producto punto es invariante bajo rotaciones - es decir
el giro del marco de referencia. El punto por lo general no se escribe - se
sobreentiende. Si un producto interno se define para cada punto de un espacio en un
espacio tangencial, todos los productos internos se denominan métrica de Riemann.

2 Ortonormal significa ortogonal (perpendicular en lo que se refiera al espacio curvo) y
normalizado respecto de los vectores base (los vectores se expresan como multiplos del vector
unitario e).



En cuanto a componentes, uno podria definir dos 4-vectores como a = a,, ay,
as, as Yy b =bq, by, bz y by, y el producto punto = a;by + asb, + azb; + asbs. Los calculos
de los componentes generalmente no se escriben. Esta es una distancia pitagorica de
cuatro dimensiones en un espacio en donde la métrica no se aplica, ya que no se
refiere a nuestro espaciotiempo.

a e b significa |a||b | cos 0,y es la version del producto punto en dos
dimensiones. Es el producto punto de dos 4-vectores; esto da como resultado un
escalar.

El producto interno de dos tétradas es: q,y=q°,q b, Nab- Este es un tensor, la

meétrica simétrica, g,.v, que es la distancia entre dos puntos por eventos en un espacio
de Riemann de cuatro dimensiones - el espacio de nuestro universo.

Producto cruz o vectorial

El producto cruz también se denomina producto vectorial. Esta es una clase
diferente de multiplicacion. El resultado de a x b es un vector. Puede determinar un
area en dos dimensiones. El célculo del momento de palanca es otro ejemplo. El
momento de palanca proporcionado por una llave mecanica es perpendicular al mango
y a la fuerza que lo empuja. Si se multiplican tres vectores, el resultado es un volumen
en tres dimensiones®. Véase la Figura 4-5.

Cuando uno ve productos cruz en 3-vectores, se debe suponer que se
establece un vector perpendicular a las tres dimensiones si se utiliza el vector unitario
"e". Si no se considera al vector unitario, el producto cruz de vectores de dos
dimensiones da como resultado un paralelogramo, y si se utilizan 3-vectores queda
definido un paralelepipedo. Véase la Figura 4-6.

Las fuerzas magnéticas y el momento de palanca de objetos que giran y rotan
pueden describirse matematicamente mediante el empleo de productos cruz.

Figura4-5 Producto cruz

axb
El vector axb
A es perpendicular
aayab.
a y axb a
axb Es el area de un 9 b
paralelograme.
b | -

® www.physics.syr.edu/courses/java-suite/crosspro.html posee un buen modelo que permite
percibir con claridad el concepto del producto cruz.




Figura 4-6 Producto de tres vectores

axbxc
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Y

Rotacional

El rotacional de un vector nos dice si el mismo esta rotando. Véase la Figura 4-

7. Véase también el Vector Gradiente y la Derivada Direccional, V ,mas adelante en
este capitulo.

Figura 4-7 Rotacional
Si ei rotacional de una funcién es 0,
entonces ésta no esta rotando.
Rot F= V xF F
'\ €s un campo vectorial
\V4

\ es del, el gradiente

Divergencia

La divergencia de un vector nos dice la cantidad del flujo a través de dicho
punto. Véase la Figura 4-8.

Figura 4-8 Divergencia

La divergencia mide el ritmo

divF = O—<: de cambio de flujo

a través de un punto.

div F es un campo escalar



Los vectores se utilizan para hallar propiedades de curvatura, de direccion y de
magnitud del espacio fisico mismo y de particulas en relatividad general.

Producto cufia

El objeto de las figuras precedentes fue para volver al producto cufia un poco
mas real para el lector. Hemos visto algunos tipos de productos vectoriales y el
significado fisico que se les puede asignar.

El producto cufia también es un producto vectorial. Es la version en cuatro
dimensiones del producto cruz y puede utilizarse para vectores, tensores o tétradas.

El producto cufa puede utilizarse para calcular volumenes, determinantes y
areas de la métrica de Riemann. Si dos tensores, vectores o matrices se identifican
como Ay B, entonces el producto cuna se define como:

A A B=IA, B] (3)

donde A%, A B, =A%, B, - A% B’,. Cuando uno observa el A (simbolo de cufia),
debe uno pensar en las formas de tipo huevera que se ilustran en la Figura 4-9. El
producto cufia produce superficies que cortan a los vectores o a las ondas. El
resultado es un tipo de forma de huevera como también se muestra en la Figura 4-10.

Figura 4-9 Producto cuia

A= =

dos forma

XNy

x

El producto cufia o exterior puede usarse en varias
formas. Brinda la circulacién o el perimetro de
regiones.

El producto cufia es una dos forma.The vectores x e y

son 1-formas.
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Figura 4-10 Producto cuia extendido

el producto cufia es una operacién antisimétrica denominada la derivada exterior

ejecutada en formas diferenciales: dx; A dx; = - dx; A dx; Las lineas en las figuras
también definen, en fisica, lineas de fuerza electromagnéticas.

Producto externo, tensor o exterior

El producto externo se define para cualquier nimero de dimensiones. Produce
una matriz a partir de vectores fila y columna. Una de las confusiones radica en que
los matematicos y los fisicos poseen una terminologia ligeramente diferente para las
mismas cosas. El algebra exterior fue inventada por Cartan.

El producto cufia exterior permite operaciones en dimensiones mas elevadas.

Por ejemplo, para cuatro dimensiones, el subespacio 1-dimensional de
funciones denominadas O-formas, y el espaciotiempo de cuatro dimensiones de 1-
formas, pueden multiplicarse para construir otros espacios dimensionales. Aqui, el
algebra utilizada es cerrada - es decir que los resultados estan todos en un subespacio
que les pertenece. Esto produce un espacio topoldgico que es una variedad. Es un
subespacio del subespacio siguiente de mayor dimension.

El operador gradiente es una funcién similar que puede construir un campo de
vectores gradiente.

Escalares, vectores y tensores existen en estos subespacios exteriores
algebraicos. La derivada exterior es una regla de diferenciacion que transporta un
elemento de un espacio de algebra exterior y de una dimension inferior, al siguiente

subespacio de mayor dimension. El ejemplo primitivo es el empleo del operador
gradiente actuando sobre una funcidn para construir un campo vectorial gradiente.

AAB=C 4)

donde C también se denomina un bivector.

11



A continuacién, los subindices del vector columna son y, la variedad base. Los
subindices del vector columna son a, el espaciotiempo euclidiano.

Producto Externo

[ do | Eo a1 Q2 QE] = [ dodo dods QoG Qo3 |
g1 a d1Q0 q:9+ q192 Q4Q3
d2 4290 d294 Q292 Q2Q3
C13i H _Q3QO 4394 Q3Q2 QQ>Q3i

4-vectores y el producto escalar

Cualquier par de 4-vectores puede formar una cantidad invariante de Lorentz.
Esto es un producto escalar.

Por ejemplo, pH = (En/c, p) indica el 4-momento de una particula donde p es
un vector. Los cuatro componentes se multiplicarian como el producto exterior
indicado arriba y luego sumados los valores para hallar el momento. En tres + 1
dimensiones, el momento se define como p = mv o en relatividad restringida como

p =y mv. En relatividad general esto requiere de un poco mas de detalle.

v" =dx"/dt donde dt indica el tiempo propio de una particula. Esta es la
4-velocidad. El tiempo propio es el tiempo tal como se mide desde el marco de
referencia de la particula, no aquel en reposo o a alguna otra velocidad.

En general, las coordenadas y el momento poseen supraindices y las derivadas

tienen subindices. Esto requiere de un tiempo de asimilacion y confunde por un tiempo
a la mayoria de nosotros.

Tensores

No debemos permitir que los detalles nos hagan perder de vista el propdsito de
estas ecuaciones. Debemos mantener claro en nuestra mente que todos ellos calculan la
curvatura, la densidad o direcciones del espaciotiempo. Uno puede leer las ecuaciones sin
saber como operarlas.

Los tensores son ecuaciones o "maquinas matematicas" para efectuar calculos
en la geometria de la métrica de Riemann. En la mayoria de los casos adoptan la
forma "tensorde x ey = xy —yx " o ds? = dx? - dt?>. Una distancia, masa invariante, o
un escalar se calcula utilizando un tipo de relacion pitagorica.

Todas las operaciones vectoriales mencionadas hasta ahora pueden llevarse a
cabo mediante tensores. Los tensores manipulan los vectores, 1-formas y escalares.

12




Un ejemplo sencillo es g, que es un tensor métrico:

Guv = (UV) S)

es decir, g = una funcion de (4-vector u y 4-vector v). Se sobreentiende que el

producto tiene aplicada la métrica, n,, = (-1. 1. 1, 1). Da la distancia entre dos eventos
en sus componentes. Un evento es un punto en el que el tiempo y la distancia se

consideran en forma conjunta; es decir, es un 4-vector. n,, convierte los vectores a
vectores métricos en el espaciotiempo real. Esto nos da los componentes. Esto
constituye el teorema pitagérico de cuatro dimensiones, con una dimensién del tiempo
negativa, y que define las distancias entre eventos en el espaciotiempo.

En un tridngulo, ¢’= a + b?, donde c es la hipotenusa. Esta relacién pitagérica
es verdadera para muchos procesos fisicos basicos. Combinemos las masas de dos
agujeros negros estacionarios que no giran: M2 + Mo? = M (o1o°. El total es la suma
pitagdrica. La masa puede sumarse como una distancia. E?>= m? + p? es otra relacién
sencilla pero poderosa. La energia es igual a la suma pitagérica de la masa y el
momento. En relatividad general, en vez de pensar en distancias, podemos pensar en
términos geométricos abstractos.

Esto indica las relaciones geométricas basicas de nuestro mundo fisico y
equivalencia entre distancia y relaciones masa - energia.

Podemos generalizar el teorema pitagorico a cualquier nimero de
dimensiones; en fisica, necesitamos 4. Nos referimos al espacio en el que estamos y
las distancias entre puntos - o eventos - como "la métrica". La distancia 4-dimensional
puede hallarse a partir de ds®= dx? + dy? + dz? - dt?. La respuesta debe ser positiva sin
duda, ya que se trata de una distancia real. En algunos casos hacemos a dt positivo y
a la distancia negativa a fin de asegurar que la respuesta sea positiva.

En la ecuacion (5) g,y es el tensor de la métrica. g es una clase de relacion
pitagérica de 4 dimensiones, pero es invariante cuando el marco de referencia cambia
sus dimensiones - tiempo, velocidad, compresion, ya sea en tamafio o cambio en
forma debido a efectos gravitacionales o a la presencia de energia. La longitud al
cuadrado entre dos eventos - puntos en los que se incluye al tiempo - se denomina el
vector de separacion.

Nuv S€ define como una matriz que resulta valida en cualquier marco de
referencia de Lorentz.

1
—

OO -0
o - 0O
- O O o

o oo

ds® =1,y dx!'dx” = - dt? + dx® + dy? + dz? (6)
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Algunas veces los signos - y + se invierten. Este es el producto interno.
Haciendo a un lado el rigor matematico, se trata de una version del teorema pitagoérico
de cuatro dimensiones y nos da una distancia en el espaciotiempo de cuatro
dimensiones. El tiempo generalmente es negativo en esta métrica y podria expresarse
como (ct)?.

Véase la explicacion acerca de colisiones entre particulas en el Glosario para
otro ejemplo de invariancia pitagérica.

Las bases de los vectores son como denominadores comunes. Supongamos
dos vectores que tienen longitudes respectivas de 2.5 y 4.5. El vector base e = .5y el
vector 2.5 pueden expresarse como 5e, mientras que el vector 4.5 puede expresarse
como 9e. Cuando los vectores se mueven a nuevos marcos de referencia altamente
aplastados, puede que e cambie a, digamos, .03. Pero la relacion de 2.5y 4.5 se
conserva. Véase la Figura 4-11

Figura 4-11 Tensores y vectores base
Marco de referencia 2.

—_—

Mismo 4-vector que en marco de referencia 2
que ha sido encogido en diferentes cantidades
en cada una de las cuatro dimensiones.

4-vector en _
marco de referencia 1. El tensor conserva sus proporciones y

puede utilizarse para calcular coordenadas
y parametros fisicos.

Los vectores
base son
ortogonales.

Vector g,en el marco de referencia 2
en donde ha cambiado su longitud.

A

\Y,

€, es uno de los cuatro
vectores base €, T
€o

V se normaliza respecto de g,

Cada vector base influye sobre la longitud y direccion de los otros. Cuando se
mueve de un marco de referencia a otro, todos los demas vectores, V aqui, se
calculan a partir de los vectores base.
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Otros tensores
g es el tensor métrico descrito anteriormente; nos da distancia.

Riemann es la fundacién para geometria curva multidimensional. Puede tomar
tres vectores y producir nuevos vectores que dan desviaciones geodésicas o
aceleraciones relativas. Esto viene a ser el ritmo de separacion de lineas del mundo o

geodésicas en un campo gravitacional. Rpcuv es el tensor de Riemann.

Einstein es el tensor definido como G = 8T . Nos da la curvatura promedio
sobre todas las direcciones. R = 81T es una descripcion alterna. R es geometria. El
lado izquierdo de la igualdad es matematicas, en tanto que la derecha es fisica.

T es el tensor de tensién de energia. Se produce a partir de la densidad de
energia por unidad de volumen ocupado. Es T=( , )donde uno o dos vectores
pueden insertarse dentro del signo de paréntesis. En el limite del campo débil, T= m/V,
es decir masa por unidad de volumen, que constituye simplemente una densidad.

Si se coloca el vector 4-velocidad en uno de los espacios y se deja el otro
espacio vacio, entonces el tensor produce la 4-densidad de momento.

Si se coloca el vector 4-velocidad en uno de los espacios y un vector v en el
otro, entonces el tensor produce la 4-densidad de momento en la direccion del vector
2

Puede efectuar otras funciones. Una que veremos es T en el limite de campo
débil - densidad de baja energia. En este caso se simplifica a T=m/V =
masa / volumen = simple densidad de masa newtoniana.

El tensor de Ricci es Ry, y se utiliza para hallar la curvatura escalar; aparece
en el tensor de Einstein. (La curvatura escalar es la traza, la suma de los elementos
diagonales, de la curvatura de Ricci).

Faraday define las lineas de fuerza eléctrica utilizando el producto cufia de
vectores, tal como se describe mas arriba. Los resultados pueden representarse de la
misma manera en que se mostrd para los vectores.

Existen otros tensores utilizados para diversos propositos.

Todos los tensores son independientes del marco de referencia. Se ajustan a
los cambios que se efectuen en las dimensiones espaciales. Es por eso que
afirmamos que son invariantes generalizados.

El numero total de indices de un tensor nos da su rango. Un tensor de rango 0
es un escalar, un tensor de rango 1 es un vector, y un tensor posee dos o0 mas indices
y puede ser de rango-dos, rango-tres, etc.

En este libro, el conocimiento acerca de tensores no es necesario, sin embargo
si uno lee las obras de Evans o de Einstein, es necesario por lo menos conocer las
generalidades del tema, aun cuando no es necesario saber como calcular los
resultados.
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Algebra matricial

-1000
0100
0010
000 1

™

ds? = - dt? + dx? + dy? + dz?

Aqui la matriz simplemente da el signo que debe de colocarse
frente a las distancias entre dos eventos.

La matriz incluida mas arriba nos muestra el tensor de la métrica MNuvs

Una matriz es un grupo de funciones, vectores, 0 nimeros que trabajan juntos
con operadores a fin de llevar a cabo un calculo. Las matrices simplifican los célculos.
Los tensores pueden utilizar matrices y expresarse en términos de una matriz.

Existen muchas reglas que necesitan seguirse, pero los tensores en relatividad
pueden describirse como matrices de 4 X 4.

Cualquier matriz asimétrica cuadrada puede descomponerse en dos matrices -
simétrica y antisimétrica (" simétrica sesgada" en matematicas y terminologia de
Einstein). La matriz simétrica puede descomponerse nuevamente produciendo dos
matrices. Tenemos entonces un total de tres partes - la matriz simétrica sin traza, la
traza, y la matriz antisimétrica sin traza.

Evans utiliza esto para descomponer la tétrada en sus partes. Estas partes
definen la gravitacion y el electromagnetismo. Utilizan una funcion puramente
matematica que es bien conocida y la generaliza al proceso fisico.

a(S) a(A)
H +qu

= (simétrica) + (antisimétrica)

= gravitacion + electromagnetismo
= curvatura + torsion

=  distancia + giro

q

a
v

En algunas operaciones uno debe sumar los elementos individuales de la
matriz a fin de hallar un nuevo valor. Algunos elementos en la matriz se cancelaran
entre si debido a que poseen el mismo valor absoluto que otros elementos pero de
signo contrario. Algunos elementos seran igual a cero como en el tensor de la métrica
de mas arriba, donde sélo la diagonal tenia valores no nulos.
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Las matrices se utilizan para manipular transformaciones lineales - funciones
que obedecen reglas normales de suma y multiplicacion. Uno puede multiplicar cada

elemento por alguna constante. Uno puede sumar cada elemento de una matriz con
cada elemento de otra matriz.

El giro del espaciotiempo puede describirse mediante una matriz que se
multiplica por un "generador de rotacion". La matriz cambia sus elementos segun una
férmula que describe la rotacion.

La tétrada, g%,

Si tenemos una variedad base, existen dos maneras para seleccionar
coordenadas. Podemos elegir un 4-vector en la variedad y estaria relacionado con
dicha métrica. O podriamos elegir un 4-vector ortonormal en el espacio indice
matematico. Estos dos constituyen el mismo vector, pero descrito en formas
diferentes. La tétrada es una forma de relacionar estas dos selecciones. Las tétradas
pueden conectar y relacionar las diferentes expresiones del vector en la variedad base
y en el espacio indice tangencial.

En otras palabras, la tétrada relaciona a un punto en el universo real con el
mismo punto en el espaciotiempo matematico plano de Minkowski.

En la matriz de la tétrada, cada elemento es el producto de dos vectores. Un
vector esta en la variedad base y uno en el indice. qOO indica qO multiplicado por qp.

o a3 q? q) a3
g 9o 47 9d; a3
95 af a5 a3
9% 97 93 a3 |

Sea V? el 4-vector en el plano tangente ortonormal y V" el correspondiente 4-
vector base; entonces:

Ve = qau VH (7)

g°, es entonces la matriz de la tétrada. Aqui, a y u representan a 16 vectores

tal como se muestra en la matriz de mas arriba. Cada elemento de qaH , la tétrada, es
\ValVis
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La tétrada es el potencial gravitacional. La forma de Riemann es el campo
gravitacional. Con un factor electromagnético de A, |a tétrada es el potencial
electromagnético. La forma de torsion de la geometria diferencial de Cartan es
entonces el campo electromagnético.

Formalmente, la tétrada es un conjunto de 16 conectores que definen una base
ortonormal.

Cualquier vector puede expresarse como una combinacion lineal de vectores
base. Uno puede describir vectores de la base anterior en términos de los vectores de
la nueva base. Los vectores base no se derivan de ningun sistema de coordenadas.
En cada punto en una variedad base se introduce un conjunto de vectores base &, .
Poseen un indice en letras latinas para mostrar que no estan relacionados con ningun
sistema de coordenadas en particular. El conjunto total de estos vectores ortonormales
es la tétrada cuando la variedad base es el espaciotiempo de cuatro dimensiones.

AT AL B
¢ _ | % 91 % a
H Tl af ai ai af

a3 92 93 a3
| 93 a} a3 (a3

3
En el ejemplo, la conexién d3

se construye a partir de dos vectores: h® en
el indice y hyen la variedad base.

h 3
Alternativamente, un conjunto de matrices base tales como las matrices de

Pauli pueden utilizarse en lugar de vectores. Esto se utiliza en la teoria de gauge.

La métrica puede expresarse en términos de tétradas:

gp,w = eau e bv T]ab (8)

existe una tétrada diferente para cada punto, de manera que el espacio matematico es
muy grande. El conjunto de todas las tétradas es un espacio de tétradas.
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El punto esencial aqui es que la geometria diferencial es valida en todos los
espaciotiempos - mas importante aun, en nuestro universo fisico.

El concepto de Cartan de que los valores en el espaciotiempo curvo pueden
conectarse y considerarse en el espacio indice plano se conoce también como los
"Marcos moviles" o la variacion Palatini.

g puede definirse en términos de un escalar, un vector, 2- espinotensores de Pauli,
o matrices de Pauli o de Dirac. También puede ser una generalizacion entre una

transformacion de Lorentz a relatividad general o a una transformacion covariante
generalizada entre campos gauge.

En geometria diferencial, la tétrada es una conexién entre espacios o
variedades. Fue desarrollada por Elie Cartan y constituye un método alterno de
geometria diferencial. También se ha denominado el marco ortonormal. Es el tensor
de Riemann en una forma diferente de matematicas. Matematicamente, se trata de
una matriz de conexién, pero Evans muestra que en fisica puede representar el campo
gravitacional.

La tétrada obedece las reglas del calculo tensorial.

Imaginemos a una persona que proyecta una sombra sobre el suelo. La
persona es una variedad, en tanto que la sombra es la otra variedad. Las conexiones
son angulos y lineas que describen el sendero en el que ningun fotén proveniente del
sol tocara el suelo directamente. La tétrada describiria dichas conexiones.

Describe los angulos que conectan el espaciotiempo a varios otros procesos
que describen las cuatro fuerzas. Provee las conexiones. Estas conexiones pueden
ser bastante complicadas.

La tétrada mezcla dos campos vectoriales, endereza o absorbe las no-
linealidades, y las relaciona adecuadamente entre si.

En qaH , la q puede representar espinotensores, matrices, gravitacion, fuerzas
nucleares fuertes de quark, electromagnetismo o la fuerza nuclear débil. La letra a
representa los indices de la variedad indice tangencial. La letra p es el indice de la
variedad de base, que es el espaciotiempo del universo que puede considerarse como
el vacio. El espacio tangencial a una variedad se conecta mediante un "paquete". Ese
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paquete es un grupo de ecuaciones que definen las relaciones. La tétrada demuestra
que el fibrado abstracto de la teoria gauge en mecanica cuantica es equivalente al
espacio tangencial de la relatividad general.

Existen algunos problemas que se resuelven mediante el uso de la tétrada:

1) el campo gravitacional en el modelo establecido es espaciotiempo curvo, mientras
que los otros tres campos (electromagnético, fuerte y débil) son entidades en el
espaciotiempo plano. La tétrada puede representar a ambos.

2) el campo electromagnético en el modelo establecido es abeliano. Campos en
rotacion son no abelianos, y el campo electromagnético abeliano del modelo
establecido no puede ser covariante generalizado. La tétrada pueden girarse y luego
representar el campo electromagnético.

Figura 4-12
2 a
Indice superior en latinas representa
0 espacio tangencial matematico.
™~ a
1 q U
3
q puede representar Variedad base del espaciotiempo no euclidiano
muchos objetos real de nuestro universo.
matematicos. Hn
C’ es una curva ubicada en una region
Espacio tangencial de de mayor curvatura gravitacional.
vectores ortonormales. Los vectores indice permiten
2 un recalculo preciso de los vectores
, ahora ubicados en P’.
0 a P o
L d
NG
3 C es una curva definida en nuestro universo.
P es un punto en la curva donde existe un 4-vector.
1) Existe una base tangente en P que define el
C espacio tangencial cuyas bases son vectores

unitarios cartesianos.

La tensién entre el espacio real -
La variedad — y el indice a - queda
Descrito por la tétrada. Indice, o

El espacio abstracto de la mecanica cuantica
se equipara con el espacio tangencial de la
relatividad general.

20



Estas caracteristicas representan barreras para la unién de las cuatro fuerzas.
Debemos cuantizar la gravitacion y hallar una forma para describir simultdaneamente
los campos electromagnético, débil y fuerte en forma conjunta con la gravitacion. Las
ecuaciones de Evans resuelven estos dos problemas al expresar los cuatro campos
como entidades en el espaciotiempo curvo dentro de una estructura no abeliana.

Las matematicas de la tétrada nos muestran que los métodos de geometria
diferencial bien conocidos nos conducen a la aparicion de la teoria cuantica a partir de
la relatividad general

En geometria diferencial, la tétrada es valida sin que importe si la variedad
posee 0 no torsion - las conexiones electromagnéticas. Esta es una caracteristica
distintiva respecto del trabajo de Einstein. Este utilizaba tensores a fin de obtener la
invariancia en los espacios. Evans utiliza vectores y geometria diferencial equivalentes
a los tensores. Einstein y otros utilizaron tensores que representaban al espin y los
colocaron encima de la curvatura. Esto no funcioné. Evans, siguiendo el camino de
Cartan y de Einstein en una forma nueva, hace girar al espaciotiempo mismo. La
tétrada con electrodinamica O(3), que cubriremos en capitulos posteriores, permite
que el espaciotiempo gire.

Nada de lo desarrollado por Einstein se pierde, pero hay mucho que se gana.

w?, se denomina la conexién de espin. Esto no existe en la geometria de
Riemann pero la geometria diferencial de Cartan lo permite. Ello brinda la capacidad
para utilizar espinotensores y para representar el giro del espaciotiempo. La conexién
de espin aparece si la variedad base de Riemann se suplementa en cualquier punto
dado mediante un espaciotiempo tangencial. Esta conexidén de espin nos muestra que
el espaciotiempo puede él mismo girar. Mas sobre esto mas adelante.

Dados dos espacios topolégicos, A y B, un fibrado abstracto es un mapa
continuo desde uno hacia el otro. B es como una proyeccion. En el ejemplo de mas
arriba, si A es un cuerpo humano y B es una sombra, el fibrado abstracto serian las
lineas invisibles imaginarias que unen a A con B. El espacio B podria ser un espacio
vectorial si la sombra fuese un fibrado abstracto. Cuando se moviese a un nuevo
marco de referencia, B podria reproducir a A.

La teoria gauge utiliza fibrados abstractos. Los paquetes de espinotensores se
describen mas facilmente mediante el empleo de la tétrada que a través del empleo de
los mas tradicionales tensores métricos.

La tétrada es la eigenfuncion - la verdadera funcion fisica - en relatividad general.
La forma de Riemann es entonces el producto exterior de dos tétradas y definen la
curvatura del espaciotiempo; la forma de la torsién es el producto cufa de dos tétradas y
definen la torsién del espaciotiempo.

Noétese que los vectores base en el espaciotiempo tangencial no se derivan de
un sistema de coordenadas. Viajaran desde una variedad base a otra sin cambios. Los
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vectores base son ortonormales a la variedad base del espaciotiempo real. Este es el
mismo concepto utilizado en teoria gauge. La tétrada se muestra en la Figura 4-12.

Vectores contravariantes, covariantes y uno-formas

El material aqui incluido es para el estudiante que desea una descripcion verbal
de las matematicas utilizadas en la teoria del campo unificado. Todo esto se describe
con mayor detalle en el Glosario (aquellos que leen la obra de Evans en su pagina de
Internet www.aias.us) . Sus libros, titulados Generally Covariant Unified Field Theory
(Volumenes 1-3, Arima Publishing) contienen detallados capitulos de introduccion que
cubren estas matematicas.

Los tensores contravariantes (o vectores) son los vectores tangenciales que
definen las distancias.

Los tensores covariantes (o0 vectores) brindan todos la misma informacion.
Estos son vectores duales. Las 1-formas también son vectores duales que son como
vectores perpendiculares.

Cualquier espacio vectorial tangencial posee un espacio dual o espacio
cotangente. El espacio dual es el espacio con todos los mapas lineales del espacio
vectorial original hacia los numeros reales. El espacio dual puede tener un conjunto de
vectores base duales. También se denomina el espacio vectorial dual.

Las 1-formas son un tipo de vector que establece lineas en dos dimensiones,
planos en tres dimensiones y volimenes en cuatro dimensiones. Se asemejan al
gradiente. Véase la Figura 4-13.

En general, las derivadas poseen subindices mientras que las coordenadas y
las cantidades fisicas poseen supraindices.

En cuatro dimensiones debe establecerse una distincion entre los indices
covariantes y los contravariantes, pero los dos son equivalentes en el espacio
euclidiano de tres dimensiones; se conocen como tensores cartesianos.

Los objetos geométricos que se comportan como tensores de rango cero son
escalares.

Aquellos que se comportan como tensores de primer rango son vectores.

Las matrices se comportan como tensores de segundo rango.

Una contraccion es el empleo del producto punto con tensores. El resultado es
la suma de los productos de la multiplicacion. Pueden tomarse las derivadas
tensoriales, y si las derivadas son iguales a cero en cualquier sistema de coordenadas,
entonces seran igual a cero en todos ellos.

Cada indice de un tensor indica una dimension en el espaciotiempo.

La geometria diferencial es dificil de aprender, pero tiene mucho poder para

realizar calculos. El material precedente sin duda resulta avanzado y la explicacion
aqui brindada es incompleta.
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El objetivo aqui para el lector que no es un fisico es intentar trasmitirle alguna
idea acerca del proceso. El resultado es que, a pesar de la torsidn y la curvatura del
espaciotiempo, puede describirse la geometria al movernos desde un marco de
referencia a otro.

Las matematicas son dificiles; es sélo la idea general la que intentamos

trasmitir aqui. La gravitacion comprime y tuerce al espaciotiempo. Podemos calcular
los resultados utilizando geometria.

Figura4-13 La 1-forma

®’es una 1-forma

N .
»

€, €s un vector base

La 1-forma se encuentra a un vestor base de distancia del origen, O.
La 1-forma y el vector base son "duales" entre si. Ellos contienen
la misma informacion en diferentes formas.

Los escalares, sean nimeros reales o imaginarios, son mas basicos que los
vectores y los tensores utilizados para llegar a ellos.

La cantidad invariante de la métrica en cuatro dimensiones es la distancia, un
escalar. Vemos mucha matematicas, pero no debemos perder de vista nuestro objetivo.
Por ejemplo, la distancia en las cuatro dimensiones del espaciotiempo es la invariante. Sin
que importe cual sea el marco de referencia en que nos encontramos - densidad de
energia alta o baja, gravitacional o velocidad - la distancia resulta invariante. Asi sucede
también con la masa, la energia y el momento.

Los invariantes representan la existencia real, en oposicién a las cantidades
derivadas las cuales no son invariantes.
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Ecuaciones de onda

Las ecuaciones de onda pueden basarse en calculos geométricos sencillos.
Parecen muy intimidantes, pero bajo la superficie son muy simples.

Una ecuacion de onda basica es y igual al seno de x, 0"y = sen x", en
terminologia matematica. La ecuacion de onda unidimensional es una ecuacién
diferencial parcial

Vg =1 'y (9)
V' ot

permitiria el calculo de la posicion de las variables en la Figura 4-14.

V2 esel laplaciano. Otra version se indica como [ 2 y es el operador de
d’Alembert, que es la version en cuatro dimensiones.

Figura4-14 y=senb

Sen 0 se define como el lado h
Opuesto al angulo dividido

por la hipotenusa, o

sen =a/h 0

b

vy es el simbolo griego para la letra y
de modo que mientras que pueda parecer dificil, es s6lo unos ejes x-y
con la curva graficada en ellos.

senf=a/h
A medida que 0 varia entre 0 y 90 grados, el valor del seno varia como a/h,
de 0 hasta 1. Esto se representa graficamente abajo.

<

El vector gradiente y la derivada direccional, V
"Del" es el operador gradiente o vector gradiente, también denominado "grad".

Se utiliza para obtener la pendiente de una superficie curva, o el ritmo de cambio de
una variable en tres dimensiones.
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en una base ortonormal e, es:

V=¢'0; (10)

Figura 4-15 Derivada Direccional

El vector unitario es e.

sen®

AqQui se suprimieron 2
Dimensiones.

X,y
cos 0

La derivada direccional es el ritmo de cambio de los vectores unitarios. Es
simplemente la pendiente de una linea en una direccién especifica.

Para evaluar la derivada direccional es necesario utilizar el vector gradiente. Se
utiliza con tanta frecuencia que posee su propio nombre. Es una pendiente de una

funcién en multiples dimensiones con multiples incognitas. La versién en cuatro
dimensiones es el operador de d’Alembert.

El operador de d"Alembert es O , que es:

(11)

puede escribirse como O y ésta es la convencidn que utilizamos en este libro.
También puede expresarse como ¢"9, o también como V"V, . Es invariante segun
Lorentz.

Aqui V=io0+jo +ko
ox 0oy Oz

Podria expresarse como 0O = (V“)2 donde

V.=id +jd +ka +I

10 (12)
ox oy 0z c ot
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y el cuadrado es como en la ecuacién (11). Aquii, j, k y | son los vectores base de un
sistema de coordenadas cartesiano de cuatro dimensiones.

i es el vector desde (0,0,0,0) a (1,0,0,0)

j es el vector desde (0,0,0,0) a (0,1,0,0)

k es el vector desde (0,0,0,0) a (0,0,1,0

| es el vector desde (0,0,0,0) a (0,0,0,1)

Estos vectores son los vectores cartesianos, que constituyen la base para una
variedad que puede denominarse R*. Cualquier vector v de cuatro dimensiones
desde (0,0,0,0) hasta (x,y,z,w) puede escribirse como i, j, k yI.

O también v = xi + yj + zk +wl . Esta es una combinacion lineal.

Debera tenerse presente que éste es simplemente el gradiente en cuatro
dimensiones entre un punto y otro. Véase la Figura 4-16.

Figura 4-16 Vectores tangenciales base
i

Vectores
Base

Indice o

L~
Vectores
Base

Algunos vectores base como a
la izquierda pero torsionados
Vectores duales y mapeo e$pacial por cambios en la densidad de
de como ir desde una variedad de marco de energia.

referencia a la otra.
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Derivada exterior

La derivada exterior es la misma que el gradiente de una funcion. Se describe

como "df" o como "d A". Este es un significado mas estricto de la idea de diferencial.
"df" es una 1-forma y brinda la direccion de cambio. La derivada exterior es un
producto cufia pero no hay una conexién de espin.

El gradiente, el rotacional y la divergencia son casos especiales de la derivada
exterior. Véase la Figura 4-17.

Figura 4-17 Derivada exterior

(df,v) da el ritmo
de cambio de la curva

enunpunto. T——~yp

La curva considerada en
relatividad general sera de
4 dimensiones.

Derivada exterior covariante D

La derivada exterior covariante actua sobre un tensor. Toma la derivada
exterior ordinaria y agrega un término por cada indice con la conexién de espin.
La derivada exterior no involucra la conexién. La torsion nunca entra en la formula
para la derivada exterior.

La derivada exterior covariante actia de una forma mediante la cual toma la

derivada exterior ordinaria y le suma términos apropiados con la conexion de espin.
Expresa torsion. Esto resulta critico para el desarrollo de las ecuaciones de Evans.

Multiplicacion vectorial

La Figura 4-18 resume algunas multiplicaciones de vectores y formas.
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Figura 4-18 Multiplicacion de vectores

A
. = un escalar e |emn =distancia

. / =

[
A
Dual de Hodge
*A =dualde A *A
Dual de un 3-vector es un pla
A
Resumen

Tal como se dijo al principio del capitulo, éste es un capitulo dificil. Se
recomienda que el lector se concentre en las partes que son comprensibles para él o
ella. No hay muchos entre nosotros que hayan estudiado ecuaciones diferenciales,
mucho menos aun la mas erudita geometria diferencial.

Las ilustraciones y las descripciones verbales debieran de ayudar para

establecer el vocabulario necesario para la comprension de lo que resta de este libro,
asi como mucho del material que puede hallarse en la pagina de internet www.aias.us.
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