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Resumen.

Se deduce geométricamente una ecuacion de onda covariante generalizada parala gran teoria del

campo unificado. La ecuacion establece en forma general que € operador de d"Alembert, al actuar
sobre €l vielbein desaparece para los cuatro campos que se piensa existen en la naturaleza: gravitacion,
€electromagnetismo, campo débil y campo fuerte. Las diversas ecuaciones de campo conocidas se
deducen de la ecuacion de campo cuando € vielbein es la eigenfuncién. Cuando se aplicala ecuacion
de onda alagravitacion la ecuacién de onda es la eigenecuacion de la mecanica ondulatoria, que
corresponde ala ecuacion de onda de Einstein en mecénicaclasica, laeigenfuncion del vielbein alli
desempefiando el papel del campo gravitacional cuantizado. Las tres leyes de Newton, la ley de
Newton de la gravitacion universal y la ecuacion de Poisson se recuperan en los limites clasicosy
no relativistas del campo débil del campo gravitacional cuantizado. La ecuacidn de campo parala
particulaindividual y las ecuaciones de Klein-Gordon se recuperan en € limite relativistay de campo
débil de la ecuacion de campo, cuando se consideran componentes escalares de la eigenfuncion del
vielbein del campo gravitacional cuantizado. Se recupera laecuacién de Schroedinger en el

limite no relativistadel campo débil de la ecuacion de Klein-Gordon). Se recuperala ecuacion

de Dirac en este limite de campo débil del campo gravitacional (el limite no relativista del

campo gravitacional cuantizado relativista, cuando el vielbein cumple el papel del espinotensor.Se
recuperan las ecuaciones de onday de campo de la electrodindmica O(3) cuando € vielbein deviene
laeigenfuncion del dreibein (triada), cuyos tres indices espaciales ortonormales se identifican con los
tres indices circulares complegjos (1), (2), (3), y cuyos cuatro indices son los indices del
espacio-tiempo no euclidiano (lavariedad o manifold base). Este dreibein es el dreibein del potencial
del campo electromagnético O(3) (uncuatro-vector de potencial electromagnético para cadaindice (1),
(2), y (3)). Laecuacion de onda del campo débil que

violala paridad se recupera cuando |os indices del espacio ortonormal de la eigenfuncion del dreibein
relativista se identifican con los indices de | os tres bosones masivos del campo débil.

La ecuacion de campo del campo fuerte se recupera cuando |os indices espaciales ortonormales
delaeigenfuncién del vielbein relativista devienen los ocho indices definidos por los

generadores de grupo del grupo SU (3).

Palabras clave: Ecuacion covariante generalizada, gran teoriadel campo unificado, gravitacién,
electromagnetismo con simetria superior, electrodinamica O(3), campo débil, campo fuerte.



1. Introducci6n

Recientemente [1] se ha propuesto una ecuacidn de campo clésica covariante
generalizada parala unificacién de los campos clasicos gravitacional y
electromagnético, mediante la consideracién del cuatro-vector de la métrica du en

un espacio-tiempo no euclidiano. En este documento se deduce la correspondiente
ecuacion en mecanica ondulatoria (o cuantica) considerando la accion del operador

covariante de d”Alembert sobre €l cuatro-vector de la métrica considerado como la
eigenfuncion. Deduciendo una ecuacién de compatibilidad de la métrica para el

cuatro-vector de lamétrica, se obtiene una ecuacién de onda a partir de una

propiedad geométrica fundamental: el covariante operador de d’Alembert
actuando sobre el vector de |la métrica desaparece en € espacio-tiempo no
euclidiano. Este resultado geométrico también se cumple cuando la eigenfuncion es
un tensor de la métrica simétrico o anti-simétrico [1], y, en formamas general,
cuando la eigenfuncion es un vielbein [2]. Laecuacion de onda con tensor de la
métrica simétrico como eigenfuncion es el resultado directo de la ecuacion de
compatibilidad de la Gltima, y la ecuacién de onda con vielbein como eigenfuncion
es el resultado del postulado de latétrada[2]. Este Ultimo es un resultado
fundamental de la geometria, irrespectivo de la compatibilidad de lamétrica, y esté
0 no el tensor de lamétricalibre de torsion. La ecuacion de onda puede entonces
construirse como unaeigenfuncion a partir de la geometria, con diferentes tipos de
eigenfuncion. Esto se logra aqui expresando el operador de d’Alembert covariante
como una suma del operador de d’Alembert del espacio-tiempo plano O y un
término dependiente de la naturaleza no euclidiana del espacio-tiempo. Este Gltimo
término se demuestra como siendo una curvaturaescaar R que se identifica como
el eigenvalor. El eigenoperador es, por lo tanto, € operador [, y laecuacién de

onda es una propiedad geométrica fundamental del espacio-tiempo no euclidiano
[)1, 2]. Més ﬁ%nafzr(al rgent?, la elgenfuncign es vielbgin e que relaciona una
ase ortono indice [atino)~“con una base de coorden (|ndice griego)’ y |a
ecuacion de onda covariante generalizada es la eigenecuacion
(O+kT)e”, =0. (1)
La ecuacion de campo de Einstein [1-3] delarelatividad general gravitacional
puede expresarse en laforma compacta [1-4]
R=—kT, (2)

donde Ry T seobtienen [4] apartir del tensor de curvaturay deSI tensor de
momento de energia candnica por contraccion de indice. Si Ay denota € tensor

de lamétrica simétrico definido [1] por

S
qp,l/( : = Quiv (3)
entonces
R=¢"9R,,, T=¢"9T,, (4)

donde Ry y Tpy son tambien tensores simétricos. Por lo tanto, laecuacion de
onda covariante generalizada es



(O+kT)e", =0, kT =—R. (5)

Puede verse que la Ec.(5) tiene laformade las conocidas ecuaciones de
onda de segundo orden de ladindmicay la electrodindmica, talescomo la
ecuacion de onda de la particulaindividual, la de Klein-Gordon, Dirac, Proca, y
lade d’Alembert [5] y formas limitantes no relativistas, tales como la ecuacion de
Schroedinger, y, en €l limite clésico, las ecuaciones de Poisson y Newton. El
empleo del vielbein como eigenfuncién posee varias conocidas ventajas [2]:

(a) El postulado de latétrada:
Dye®, =0, (6)

donde D, denotaladerivada covariante [2], secumple paracuaquier conexion,
sea 0 no compatible con lamétrica o libre de torsion.

(b) El uso del vielbein como eigenfuncion permite que se analicen los espinores
en un espacio-tiempo no euclideano, y esto es esencial para obtener la ecuacion de
Dirac a partir de la Ec.(5).

(c) El indice a del vielbein puede identificarse con el indice interno de lateoria
gauge [2,5], y estapropiedad es esencial s la Ec.(5) hade ser unaecuacion de la
gran teoriadel campo unificado.

(d) Lateoriadel vielbein esta muy desarrolladay se relaciona estrechamente con la
teoriade Cartan-Maurer, una generalizacion de la geometria de Riemann [2].

El grupo de estructura del paguete de latangente en la variedad base en

cuatro dimensiones es GL (4,R) [2], € grupo de matricesrealesinvertiblesde 4 x 4.
En una métrica de Lorentz esto se reduce a grupo de Lorentz SO(3,1). Lasfibras
del paquete de fibras estén unidas con rotaciones ordinarias [2] y €l grupo de
estructura del nuevo paquete es SO(3,1), €l grupo de rotaciones en 3 dimensiones
espaciales sin la suposicion de simetria de paridad. El potencial €lectromagnético
se define en este paguete con el dreibein A%l donde a es (1), (2) 0(3), los
indices de larepresentacion circular complejadel espacio tridimensional. La
evolucion de la electrodinamica de este modo, como teoria gauge con simetria
O(3) de grupo gauge, donde O(3) es el grupo de rotaciones en tres dimensiones
con simetriade paridad, seinicié con la propuestadel campo B(3) [6] como el
responsable del efecto Faraday inverso en todos los materiales (magnetizacion libre
de fase mediante radiacion electromagnética con polarizacion circular). La
electrodindmica de Maxwell Heaviside es unateoria de campo gauge sin indices
internos, y cuya simetria de grupo gauge internaes U (1) [7-12]. Luego de una
década de desarrollo se sabe [12] que existen numerosas instancias en las que la
electrodindmica O(3) sobrepasa alaelectrodindmica U (1) en su capacidad de
describir datos experimentales, por giemplo datos de interferometria, reflexion,
Opticafisicaen general, el efecto Faraday inverso, y su equivalente de resonancia,
laresonancia fermidnicainducida por radiacion [7-12]. Por lo tanto, se conocen
ahora muchos datos que indican que el sector el ectromagnético de la gran teoriade
campo unificado se describe mediante una teoria de campo gauge con simetria O
(3), no U(1). En el desarrollo de electrodindmica O(3), la conexion del paquete de
fibrainterna de la teoria gauge se identificé por primeravez como la conexién en



el paquete tangente de larelatividad general [2]. Esto constituye un paso esencial en
la evolucién hacia una sencillay poderosa teoria de campo unificado, tal como se
representa en la Ec.(5) de este documento. El paquete tangente se define con
respecto alavariedad base, que es e espacio-tiempo no euclidiano de cuatro
dimensiones[1]. Previo a desarrollo de una el ectrodindmica con simetria superior,
y de la electrodinamica covariante generalizada [1,13,14] el paquete tangente de la
relatividad general [2] no se identificaba con el paguete de fibras de la teoria gauge,
en otras palabras se pensaba que €l indice interno de lateoria gauge era un indice de
un espacio abstracto sin relacién con el espacio-tiempo [2]. En la electrodinamica
O(3), e indiceinternoa = (1), (2), (3) representa un espacio fisico ortonormal que
estangencial alavariedad basey en labase ((1),(2),(3)) es posible definir vectores
unitarios e(l), e(z), e(3), los cuales definen un espacio tangente, un espacio
ortonormal alavariedad base (el espacio-tiempo, no euclidiano y de cuatro
dimensiones). Por lo tanto se vuelve posible invocar e dreibein, o triada, como ya se
ha descrito, con lostres indices latinos (a) que representan el espacio ortogonal, y
los cuatro indices griegos (1) lavariedad base. Los indicesa = (1), (2), (3) pueden
utilizarse para definir el sistema de vectores unitarios en un gnalisis de coordenadas
curvilineas [1,14,15]. Uno de los veciores unitarios, p.g., € 1 , €sun vector unitario
tangente alacurva, y los otros dos, € 2 y e\Y/| son mutuamente ortogonales a € D).
Este procedimiento resuel ve dos inconsistencias fundamentales de la teoria de campo,
tal como éstaexiste al presente:

(1) El campo gravitacional es, en relatividad general, el espacio-tiempo no
euclidiano, mientras que los otros 3 campos (el ectromagnético, débil y fuerte)
son entes superpuestos a espacio-tiempo plano o euclidiano.

(2) El campo electromagnético U (1) posee un carécter abeliano y lineal, mientras
gue los otros tres son no abelianosy no lineales [2].

Por lo tanto, el espacio gauge interno de la electrodinamicaO(3) se
identifica con un espacio tangente en la base circular compleja ((1),(2),(3)), una
base elegida para representar polarizacion circular, una conocida propiedad
empirica de laradiacion electromagnética [5-14]. Esto permite que el
electromagnetismo se desarrolle como unateoria de larelatividad general [1],
utilizando derivadas covariantes con simetria O(3), que devienen conexiones afines
al espin en teoriade vielbein [2]. El tensor de campo electromagnético O(3)
deviene un tensor de torsion de Cartan Maurer [2], € cual se define con una
conexién afin al espin en e paquete tangente de larelatividad general. La Ec.(5)
contiene estas propiedades, junto con la habilidad para describir los campos
gravitacional, débil y fuerte. Por lo tanto, la Ec.(5) es una ecuacién de onda
covariante generalizada de la gran teoria del campo unificado.

En la Sec. 2, se deduce la ecuacién de onda (5) paravarias formas de la
eigenfuncion, usando ecuaciones de compatibiidad métrica para el vector dela
métrica gy y los tensores simétrico y anti-simétrico gugv y gu A qv [1] y usando €l
postulado de la tétrada [2] para € vielbein €3, Enla Sec. 3 se expresan la ecuacion
de transporte paralelo y la ecuacion de la geodésica [2-4] en términos del 4-vectorde

lamétricaqy, y se demuestra que la ecuacién de compatibilidad métrica del
cuatro-vector de la métrica es una solucién de la ecuacion de la geodésica.



En la Sec.4, se deducen la ecuacion de Poisson y las ecuaciones newtonianas en €l
Iimite del campo débil de lateoria gravitacional. En la Sec. 5, se deducen las
ecuaciones de onda de segundo orden desde la Ec. (5) en varios limites paralos
cuatro campos conocidos de la naturaleza. Finalmente, la Sec. 6 es unadiscusion
acerca de algunas posibles lineas de trabajo futuro en baseala Ec. (5) y desu
equivalente clasico dado en la Ref. [1].

2. Deduccién de la Ecuacion de Onda Covariante Gener alizada.

La ecuacion de onda se basa en la siguiente expresion para €l operador covariante

de d’Alembert:
DD, =0+ D"I",,, (7)
donde
DrIb,, =0I0,, + " T 8)
es laderivada covariante del S|mbolo de Chrlstoffel con |nd|ce contraldo r’ Mo
LaEc.(7) se obtiene considerando primero ad commutator [2] [Du, Dy] actuando

sobre €l vector de lamétricainverso of [1]:

[D;m Du]qp = DuDqu - DVDqu
= 0,(Dyg?) — FAW Dxg” +17,,Dyq° — (b v)
= 0,0,0" + (Oul",y 14" + I,y 0pq” — T, Or"

nv
— F)\,w FP)\ qo' + rr o-ayqa- + FPMO_ FUV)\ q)\ _ (,M — V) (9)
= (Oul?yy =010, + 17\ T, =17, F)‘W)q”

—2(r*  — I )Dxg”

nv Im

=Rl 4" =T W,Dqu»

donde R‘;uv es el tensor de Riemanny T’Igs el tensor de torsion. Conside-

racion dela simetriadelaEc. (9), e indices contraidos, p = o, conduce &
resultado

Lp A A
D"D,, = "0, +0"I",, +F”AFW +2I7,, Di. (10)
En esta expresion, los simbolos de Christoffel se definen como [2]
(LW)f,=1",,, (I.)° = I’pM, etc., (11)

pero, por convencion [2], se omiten en la notacién los paréntesis. Seguimos
esta convencidn en lo que resta del documento. Para cualquier vector V'V,

D, VY =9, VY + 1", V. (12)



Por lo tanto, podemos escribir
" A
DrI*,, =o', + "1, . (13)
Por |o tanto, el operador covariante de d’Alembert es, en general
A
DD, =0+ D"I%, +2I° Dy (14)

y puede pensarse, cualitativamente, como “medio tensor de Riemann mas medio
tensor detorsion.” Este es un resultado geométrico independiente de toda
consideracion de teoria de campo.

LaEc.(5), laecuacién de onda para el vielbein como eigenfuncion, se
obtiene a partir del postulado de latétrada [2]:

Dye?, =0, (15)

gue se cumple ya sea que la conexién sea, 0 ho, compatible con lamétrica o libre
detorsion. Diferenciando la Ec. (15) en forma covariante dala Ec.(5):

DP(Dyet,) i= D Dyet, = (04 DAY, 4217, Dy ) e,

(16)
= (O+Drrv,,) e, =0.

LaEc.(16) es, por lo tanto, un resultado geométrico independiente de cual quier
suposicion respecto del simbolo de Christoffel y su relacion con el tensor de la
meétrica [2] o vector delamétrica [1]. El operador covariante de d’Alembert que
aparece en la ecuacion de onda (16) eslasumadel op. de d’Alembert del
espacio-tiempo plano O y del término DM/ up”. Este Gltimo se identifica como
curvatura escalar (R) porgue tiene las unidades de metros cuadrados alainversay
se define mediante una contraccién de indice [2]. R se obtiene convencionalmente
contrayendo indices en el tensor de Riemann. Carroll [2], por jemplo, define

R como sigue:
R:=q¢" R, (17)

donde el tensor de Ricci es [2]
A
R, =R, (18)
y €l tensor de Riemann con descenso de indice es [2]
- (S) pA
Rpa,ul/ i qu R ouv* (19)
No obstante, Sachs [16] da una definicion diferente del tensor de Ricci:
Rr;p = q#)\(S)R/mp)\; (20)
asi, suponiendo la Ec.(19) y contrayendo indices o = A:

RHP = 6§\\R)\Kp>\ = qHA(S)q a(S)RanpA (21)

“w



Comparando las Ecs.(18) y (21), se observa que la definicion de la curvatura
escalar R es una cuestion de convencion, y no esta normatizada. Diferentes autores
dan diferentes definiciones. Por |o tanto, laR que aparece en la ecuacion de
Einstein con indices reducidos, la Ec.(2), es cuestion de convencion. Més ain, €l
signo negativo que aparece en la Ec.(2) también es cuestion de convencion; el
mismo Einstein [4] usaba estaba ecuacion bgjolaforma R = KT, sin el signo
negativo. En lo que resta de este documento, utilizaremos la convencion
contemporanea[2] R = —kT. Lareglageneral esquelacurvaturaescaar R se
obtiene por una contraccion de indices en e tensor de Riemann, que posee varias
conocidas propiedades de simetria [2], por gjemplo, es anti-simétrico en sus dos
ultimos indices. Utilizando la siguiente eleccion de contraccion de indices:

R:=R" =0,1"%, -01", +I", 1", -I",I,, (22)

vuv

puede verse que en esta convencion la curvatura escalar es

R:=9,1%, +1I", I, — (&,F“W +I,, F”W)

2
=D,I*, —D,I*",,. (23)
Comparando las Ecs.(16) y (23), se deduce que la curvatura escalar
R:= _D“Fpup (24)

que aparece en la definicion del operador covariante de d’Alembert es, cualitati-
vamente,“la mitad” de la curvatura escalar de la Ec.(3), obtenida directamente del
tensor de Riemann. Este resultado es consistente con el hecho de que el operador
covariante de d’Alembert es, cualitativamente (o en términos aproximados), la mitad
del tensor de Riemann mas el de torsion. Si se supone que € simbolo de Christoffel
es simétrico en sus dos indices inferiores (como en la convencion en relatividad
general tradicional [2]) entonces la curvatura escalar R definida en la Ec.(24)
deviene €l segundo término en laEc.(23). Si el simbolo de Christoffel es antisimé-
trico en sus dos indices inferiores, como en la definicion del tensor de torsion (Ec.
(9)), entonces & segundo término en la Ec.(23) es €l negativo de la definicién que
aparece en laEc.(24). Sin embargo, esimportante recalcar que la Ec.(16) esvalida
sea cual fuere lasimetria del simbolo de Christoffel, porquela Ec.(16) ese€l
resultado directo del postulado de latétrada, la Ec.(6). Por lo tanto, laEc.(16) se
cumple para el espacio-tiempo curvo (gravitacion) y €l espacio-tiempo con torsion
(electromagnetismo). Usando la Ec.(2), deducimos la ecuacion de onda en laforma

(O+ kT)e"’M =0, (25)
donde
bt =kT'= —R. (26)

Puede obtenerse una ecuacion de onda con menor validez con el tensor mé-
trico simétrico de la ecuacion de campo de Einstein [1-4] como eigenfuncion.
Esta ecuacion de onda surge de la condicidn de compatibilidad métrica [2]:



quw(“ —0. (27)

Diferenciando las Ecs.(17) covariantemente lleva ala ecuacién de onda como la
eigenecuacion:

D"D,q,,'" = @O+ kT)q, ) =0, (28)

4,
donde Oy (S)&s la eigenfuncién. Un tercer tipo de ecuacion de onda puede obtenerse
utilizando la definicion [1]

S
ql“’( ) = ququ- (29)

Ladiferenciacion covariante de productos se define con €l teorema de Leibniz
[2], por lo que la compatibilidad métrica del tensor métrico simétrico, la Ec.(27),
implicaque

Dy(quqv) = 4u(Dpqy) + (Dpgu)q, =0, (30)

paralaprimeraderivada, y

D2(qqu) = (DPDP)(q,qu)
= q,D?qy + 2(D,q,)(Dpqy) + qvD?q,, (31)
=0

parala segunda derivada. Una solucion consistente de las Ecs. (30) y (31)
es
Dua, =0, (32)
%L_Je es una condicion de compatibilidad métrica para el vector metrico du.-
iferenciando la Ec,(32) de modo covariante da la ecuacion de onda como una
eigenecuacion con el vector métrico du como eigenfuncion:

D?D,q, = (O+kT)q, =0. (33)
Finalmente, puede demostrarse(%S forma similar que existe una ecuacion de onda
con métricaanti-smétrica Gy~ = 9 A A como eigenfuncion, o sea:
(4) _
O+ kT)qW =0. (34)

3. Ecuacionesfundamentales en términosdedl vector dela métrica.

La ecuacion de compatibilidad métrica (32) puede obtenerse independientemente
como una solucién de la ecuacion de transporte paralelo [2] escrita para €l 4-vector

métrico inverso gH:
Dqg* dg" dx¥
= " = =0
ds ds YA ds 9 ’ (35)




donde dx"/ds es el vector tangente a gH. Aqui,
(ols)2 = ¢"q¢"dx,dx, (36)
es el cuadrado del elemento lineal en coordenadas curvilineas [1]. Laecuacion

delageodésicapara gH es:
D (de"\ _
ds \ ds | (37)

Ahorausamos laregladelacadena[17],si u = f(X,Yy); entonces

du_9fds  0fdy

& " ocdt T oydr (38)
asi, s gM = gH(x"), entonces
dg"  Oq" dx”
ds  Ozv ds (39)
Usando laEc.(39) en laEc.(35), se obtiene
oq* o o2 dr
<8Iu+ru)\q ) ds _07 (40)
0 seq,
(D #)da:” _0
vq ds (41)

En gral dz”/ds # 0, o sea la Ec.(32), lacondicion de compatibilidad métrica para
Ou, €s soluciondeEc. (41). Por tanto, la ec. de compatibilidad para .
puede deducirse como una solucioén de |a ecuacion de transporte paralelo para 9 - La
ecuacion de la geodésica (37) sigue de la ecuacion de transporte paralelo

(35), asi quelaecuacion de compatibilidad metricapara ¢, ©s un caso especial de
la ecuacion geodésicapara 4+, Usando la Ec.(39), la ecuacion geodésica deviene

D [ 0g" ox¥  O¢* (D (0z" B
<ds (695”)) s | oxr <ds ( Os >) =0 (42)

Pero la ecuacién de la geodésica puede escribirse para cualquier vector
VM, y entonces D /dx’

ds ( ds ) =0 (43)
Resulta asi que

D (dq"\ 0

ds \dzv) (44)

Como se muestra en la Ref. [1], pueden describirse lagravitacién y e
€electromagnetismo a partir de una nueva ecuacion de campo covariante
generalizada para du: .

Ry — 5 Rau = kT, (45)



4. Deduccion de las Ecuaciones de Poisson y de Newton.

La ecuacién de la gravitacién de Poisson puede deducirse en forma directa en el
limite del campo débil [1-4] a partir de la ecuacion de onda para una eigenfuncion,
por ejemplo la Ec.(33), que puede escribirse como las dos ecuaciones:

(O+kT)go =0, (46)
O+ kT)g; =0, i=1,2,3. (47)
Utilizando
1 92 9
“ZoE Vo (43)
la Ec.(46) deviene ,
Vg = kT'qo (49)

paraun go cuasi-estatico. En el limite del campo débil [1-4]:

Go=€+N =141, 1K1,

(50)
donde ¢, esel 4-vector unitario. Por lo que la Ec.(49) deviene
2 pry ~
Ven, = kTq, ~ kT. (51)
Esta es la ecuacion de Poisson
V2 = 4nG
’ (52)
si )
D= —c?n,
2 (53)
es el potencial gravitacional, si
p=T=m/V
(54)

esladensidad de energiaen reposo, y si G eslacte. gravitacional de Newton, relacionada
con lacte. de Einstein por:
k=8rG/c*. (55)
Laley de Newton, su teoriade gravitacion universal, y la equivalencia de masa

inercial y masa gravitacional, estén todas contenidas en la condicién de compatibilidad
métrica

gt

oxVv = _Fﬂu)\ q>\' (56)

Multiplicando ambos lados de la Ec.(56) por 94 y usando

(1) a0 = I aPa) = .
(FILVl ql) n = Ful/l (qlql) = _Fuula etC-7



se obtiene una ecuacion Unica parael simbolo de Christoffel en términos del vector
meétrico, irrespectivamente que esté libre o no de torsién el vector métrico:

I, =—=qo,q", I, =q¢d,q", i=1,2,3. (58)
(La conaocida ecuacion que relaciona el simbolo de Christoffel con el tensor métrico
simétrico es mas intrincado y menos Util, porque se deduce en base ala suposicion

de unamétricasin torsién, o sea que el simbolo de Christoffel es simétrico en sus
dosindicesinferiores. Es:

1
17, =50 (0,0, + 0,0, - 9,0, (59)

donde g™ eslainversadel tensor métrico simétrico. L os tensores métricos
se definen por [2]

g Sq, O =g, (60)
donde
13 u=ao,
0 = 0, uto (61)

esladeltade Kronecker. En espacio-tiempo no euclideano, los elementos de g (s)
y quv(s) no son iguales en general [2].)
En €l limite newtoniano, las velocidades de particulas son muy inferiores a
¢, 0 sea que [2-4]: .
dx*/dr < dt/dr ~ 1. (62)
Utilizando laregla de la cadena para €l lado izquierdo de la Ec.(56), con € tiempo
propio T como parametro afin [2], se obtiene
ag* dr dg* ldrdg* 1dg"
= o - (63)
ozv  dxv dr cdt dr c dt
Consideremos la identidad obtenida de la ecuacion de compatibilidad métrica, 1a
Ec. (56):

dq"  Oq*

oxv "~ Oxv’
Usando lareglade lacadenaen el limite de campo débil, el lado izquierdo de la Ec.(64)
deviene

(64)

oq* 1 9g*
97 ¢ ot (65)
Si consideramos €l 4-vector definido por
wﬂ = (x07x17x27x3)7 (66)

entonces €l vector métrico se define por (¢° := ¢*(u = 0), etc.)

o Ozt 1 Ozt oxt 3 Ozk

_ 2 _ _
Q*Wa Q*Wv Q*Wv Q*%; (67)



entonces el lado izquierdo de la Ec.(64) deviene, para i = O:
194 19
c Ot 2 o2

en el campo débil o limite newtoniano. En este limite puede considerarse lamétrica
como una perturbacién de la métrica del espacio-tiempo plano [2]:

¢’ = (1 - ;no) ~ 1. (69)

El campo gravitacional en el limite newtoniano es cuasi-estatico, y el vector
posiciodn se ve dominado por su componente temporal, de manera que

(68)

aqO . _1 8770

ozv 2 0xv’
Igualando los lados izquierdo y derecho de laidentidad (64), da, en laaproximacién
newtoniana,

(70)

Pa o 1
dt2 2 9z’ (71)
gue es la segunda ley de Newton combinada con |la teoria newtoniana de gravitacion
universal. Se ve que la equivalencia de masa gravitacional einercial implicitaenla
Ec. (71) esunaconsecuencia de identidad geométrica (64). Este es un resultado
poderoso y original, obtenido de la nueva ecuacion de compatibilidad métrica (56).
Usando ladefinicion (53) parael potencial newtoniano @, laEc.(71)
puede escribirse en la conocidaforma

Lr Vo 72
de2 - ’ ( )
que es equivalente a la ley del cuadrado de la inversa de Newton
d’r mM

DelaEc.(56) con u = 0, puede verse que la Ec.(72) puede expresarse como un
simbolo de Christoffel:

0q°
oxv

una ecuacion que muestra que la equivalencia entre masa gravitacional y masa
inercial es un resultado geomeétrico, la ecuacion de compatibilidad métrica, (56),
gue también conduce a la ecuacion de onda covariante generalizada (33), y
consistentemente, alaEc.(52) de Poisson en la aproximacion newtoniana. Si
escribimos la Ec. (28) como

=—TI"0q" ~ I, (74)



O+ kT)gu =0, (75)

0 seg, usando la notacion tradicional gy, = guv(s) paralamétricasimétrica, el
campo débil o aproximacién newtoniana da

(O+&km/V) goo = 0, (76)
donde T =m/V. S se consideraa go, COMO cuasi-estético, la Ec.(76) sereduce a
V2900 = kT goo- (77)
Usando la aproximacion del campo débil
Goo =1 —hoo ~ 1 (78)
Paralamétrica simétrica, obtenemos la ecuacion de Carroll (36) [2] (laecuacion de
campo de Einstein en €l limite del campo débil):

vzhoo = 7kTgoo = *kTooa (79)

que es la ecuacion de Poisson (52) con he, = —2P/2, k= SZTG/CQ, Tpo —
m/V. Por lo tanto, la ecuacién de onda (28)es la eigenecuacion que corresponde a

la ecuacidn cldsica de campo de Einstein. Einstein [4] lleg0 a la aproximacion (79)
a través de una ecuaciOn intermedia (la Ec.(89b) de la Ref.[4]):

X 1
Tp,z/ = T,U«V - 79;UJT7 (80)

Oy, = 2KT
T B

pvo
en lacual el tensor métrico se aproximé mediante [4]:

uv = _51w + Yuv- (81)
Usando ladefinicion
T =g"T,, (82)
se obtiene una expresion para Ty, en términosde T-
9T = (9w 9" ) Ty = 4Ty (83)

Por |o tanto, la Ec.(80) puede expresarse como |a eigenecuacion

1

gue es laecuacién de onda (28) excepto por e factor (1/2) que viene del método
de la aproximacion utilizado por Einstein.
Utilizando € limite del campo débil de laEc.(33), se obtiene

O+ km/V)qo =0, (85)



donde T = mc?/V esunavez mas ladensidad de energia en reposo. Identificando Yo como el
campo escalar [5] identifica la Ec.(85) como la ecuacion de onda de la particulaindividual,

que luego de cuantizacion puede interpretarse como la ecuacion de Klein-Gordon [5], cuya
funcién de onda se identifica con go en la aproximacion de campo débil. La ecuacion de K |ein-

Gordon es

(O+m?c®/h*) g =0, (86)
_ _ m2ctV
asi que Eo =me” = Rk (87)

LaEc.(87) puede identificarse como el postulado de Planck/de Broglie para cualquier
particula
E() = th = mc2, (88)

donde wq eslafrecuenciaen reposo de cualquier particula. Lafrecuencia en reposo se define
por

wy = 87Tc€2/V, (89)
donde

(= (Gh/c)'/? (90)
eslalongitud de Planck. La Ec.(87) significaque el producto de la masa en reposo
my €l volumen dereposo V de toda particula es una constante universal

mV = h%k/c?, (91)

que es un resultado importante de la ecuacion de onda covariante generalizada.
Usando la equivalencia de operador de la mecanica cuantica [5]

p* = ihoH,
f = (Bnjep), o =(12 _v
b= D), - Ea?, ) (92)
la Ec. (86) deviene la ecuacion de Einstein de larelatividad restringida:
En?
Pip, = — - p? = m2e?, (93)

en donde En denota la energia total (cinética mas potencial) y mc? eslaenergiaen
reposo. A partir de la ecuacién [18]

F =ymv = p, (94)

donde p = ymv es el momento en €l limite de relatividad restringida (limite de
campo débil), se obtiene una expresion parala energia cinética en relatividad
restringida:

T = mcz('y —1). (95)

En el limite no relativista v < ¢, la energia cinética newtoniana



T = %mv2
se obtiene de la segunda ley de Newton, la Ec. (73), que es consistentemente €l limite no
relativista de campo débil delaEc. (33). Usando la equivalencia de operador (92) enla
Ec.(96) dalaecuacion de Schroedinger dependiente del tiempo y de la particula

libre[5,19]:

(96)

. 8q0 h2V2
o = " om (97)
Identificando el operador de Hamilton como
h2v2
H=- 2m (98)
transformala Ec.(97) en una ecuacion de Schroedinger dependiente del tiempo
y paraparticulalibre
Hqo = Tqo, (99)

gue es una aproximacion de campo débil ala ecuacion de onda (33) cuando sdlo
consideramos energia cinética[5]. Lafuncion de onda de la ec. de Schroedinger
(99) es [19]

Qo =1+ AeiKZ | BeiKZ (100)
que & el componente temporal de la eigenfuncion delamétricadelaEc.(33) enla
aproximacion de campo débil usada para recuperar laEc.(99).

Estos métodos ilustran que la mecanica ondulatoria o cuantica puede
considerarse como un producto de larelatividad general, y que la funcién de onda
puede considerarse una propiedad determinista de la relatividad general, en especial
un 4-vector métrico, un tensor métrico, 0 méas generalmente un vielbein.

Laprimeraley de Newton se obtiene en el limite de campo débil dela

ecyacion dea geodésica, o alternativamente cuando  simbolo de Christoffel 7%
en lakec.(74)desaparece. Estos limites corresponden al espacio-tiempo plano en e

cual no hay aceleracién. Laley de Newtonesta contenida dentro delaley de
conservacion para du- Estatlfima puede deducirse apartir de laidentidad de

Bianchi [2]

D*G,, =0, (101)
donde

Gu =Ry — %ng (102)
es el tensor de Einstein. El teorema de Noether dalaley de conservacion de energia
DT, =0, (103)
y lasuposicién de compatibilidad métricade larelatividad general tradicional [2] es
D’ gy, = 0. (104)

Si definimos [1]



RHV = R;th7 THV =4pqv,  Guv = quu, (105)

entonces laidentidad de Bianchi (101) deviene

DrG = (D"Ry)qy + Ru(D"qy)
— 5 Rq,D"q, — ; D*(Rq,)q, (106)
= 0.
Usando la suposicion de compatibilidad métrica para q,, la Ec. (32), da

1
D'G, =0, G,:=R,— §un. (107)

Estaeslaidentidad de Bianchi para el tensor de campo:
G = KT, (108)

Usando la Ec.(103) y el teorema de Leibniz, la conservacion de energia
deviene

DH(TMQV) = (DHTM)QV + TH(DﬂqU)

(109)
= (D"Ty)qy =0,
y laley de conservacion de energia para Ty se deduce como
DT, = 0. (110)
La ecuacion de campo unificado (45) [1] deviene
B _ —
D*(G,, — kT,) = 0. (111)
Usando las ecuaciones [1]:
1
Ry = 7 Rqy, (112)

tanto laley de conservacion de energia (110) y laidentidad de Bianchi (107) pueden
expresarse como la ecuacion

1
(D“ + RD“’R> 4 = 0. (113)

5. Algunas ecuaciones fundamentales de la fisica deducidas de la
ecuacion de onda.

La Ec.(113) es similar en estructura a una ecuacion de transformacion de gauge
segln lateoria de campo gauge genérica[2,5,7-12]. Al usar los resultados [2]



D,R=0,R, (114)

Dyt = 0ug" + I"0 0 = 20,(Vlale"),

(115)
— H _1 Iz
0 + (m0u/T) o
qh)avd'eégj mg)ragg}gﬁéjel determinante de la métrica simétrica 9 ‘=
a+iam+laR m=0 116
(" Jd pVIAET ROt ) ¢ =1 (116)
un resultado generado por el teoremade Leibniz [2]
D, (Rq") = (D,R)¢" + R(D,q") = 0. (117)

Consideramos ahora la definicion de transformacién gauge en teoria de campo gauge
genérico [5]:

' = Sy (118)
donde v es el campo gauge genérico (n-dimensional) y Sel generador de rotacion
en n dimensiones. La aplicacion del teorema de Leibniz produce

Du(S¢) = (DuS)Y + S(Dut)). (119)

La derivada covariante en teoria de campo gauge genérico se define mediante un
vielbein [2], el potencial gauge genérico A%, y un factor g (denotando carga
genéricay.

Dy =0, —igA", A, =m"A"; (120)
y latransformacion gauge (118) implicaque

A= A= 50,8, (121)
o sea, .
igAl, =igA, + g@uS. (122)

El factor —i enlaEc. (120) se origina en el hecho de que los generadores de grupo
gauge Maq en teoria de campo gauge genérico se definen como matrices con valores

imaginarios. Este procedimiento define el indice superior a del vielbein A, 2],
Sin embargo, siempre puede hallarse una base para los generadores de grupo gauge de

modo que la Ec.(120) deviene D, =8, + gA,. (123)
Comparando las Ecs. (123) y (116),
1 1 h 1
A, = ; FOuR = LR = By, R, (124)



donde %/e es el elemento unitario del flujo magnético (el fluxdén) y donde Bio)

es una densidad de flujo magnético. La Ec.(124) combinala equivalenciade
operador (92) de mecanica cuantica con la prescripcion minima (p* = eAY) en
teoria de campo gauge genérica, dando el resultado

pt = eA* =ihot. (125)

Este resultado se obtuvo de la ecuacion de onda (33) y de laidentidad de Bianchi
(107) en relatividad general. Comparando las Ecs. (117) y (119) se observa que la
curvaturaescalar R = —kT en relatividad general juegaal papel del generador de
rotacién S en teoria de campo gauge genérico, y que lamétricaqy juegad rol del
campo generico A, , o potencial. EI campo puede ser un campo escalar, como en la
ecuacion de onda de la particulaindividual, la de Klein-Gordon, y la de Schroedinger
(Sec. 4), pero también puede ser un espinor, como en la ec. de Dirac, y deun
4-vector como en las ecuaciones de Proca, de d’ Alembert, y de Poisson de la
electrodindmica. Se ha demostrado en secciones previas que, en gravitacion, €
campo puede ser un 4-vector, un tensor simétrico y anti-simétrico y, en formamés
general, un viebein [2]. En laeectrodindmica O(3) [7-12] & campo o potencia (la
“influenciauniversal” de Feynman [5]) es el vielbein A3,, donde €l indice superior
denotalabase circular complgjaeuclideana[2] ((1),(2),(3)) necesariaparala
descripcién de polarizacion circular en radiacion. El indice inferior denota el
espacio-tiempo no euclidiano en relatividad general. El indice superior a es una base
parael paguete tangente de larelatividad general; y su ahora efectuamos el ansatz
(estimacion inicial)

A%, = A0, = A0, (126)

Identificamos el indice interno de un campo o potencial o “influencia universal” en
teoria decampo gauge, con indice base del espacio tangencial [2] en relatividad
general. Esta identificaciOn es la clave para la unificacidén de campo en la nueva
ecuaciOn de onda (25). Enotras palabras, se logra la unificacion de campos
seleccionando la eigenfuncién de la ecuaciOnde onda para representar los diferentes
campos que se cree actualmente existen en lanaturaleza: campos escalares, campos
vectoriales, campos de tensores simétricos o anti-simétricos, campos de espinores,
y en forma mas general vielbeins. El campo débil es unvielbein cuyo indice interno
SU (2) describe los tres bosones de campo débil masivos [5], y elcampo fuerte es un
vielbein cuyo indice interno SU (3) representa gluones. El indice internodelcampo
débil, por lo tanto, representa un espacio tangencial fisico de la relatividad
general,cuyaestructura de grupo es SU (2), homomOrfica con el grupo de
estructura O(3) dela electrodinamica O(3) [7-12]. El paquete de fibras para ambos
campos se identifica, por lo tanto,con el paquete tangente. En electrodinamica O
(3), las fibras estdn atadas con rotaciones en tresdimensiones, representadas por el
grupo de estructura SO(3) y el campo se define en esta tangente o paguete de fibra
mediante el vielbein A4, . En teoriade campo débil se sigue precisamente el mismo

procedimiento, pero el grupo de estructura deviene SU(2), y € campo deviene el
vielbein W#, cuyos tres indices internos representan los tres bosones de campo

débil masivos. En teoria de campo fuerte, el grupo de estructuraes SJ(3) y €l vielbein
deviene S;, donde hay ocho indicesa [5].



Por lo tanto, €l ansatz (126) implica que los bosones masivos del campo déhil y los
gluones del campo fuerte son diferentes manifestaciones de los fotones con indices (1),
(2), y (3) delaédectrodindmica O(3). Los fotones O(3), los bosones del campo débil y los
gluones se describen con la Ec.(25) en la que las eigenfunciones son, respectivamente,
A%, WA,y S, 0sea, por lastres ecuaciones de onda de larelatividad general

(O+kT)A%, =0, (127)
O+ kD)W, =0, (128)
(O+kT)S%, = 0. (129)

En otras palabras, los indicesinternosdel O(3), los campos débil y fuerte son
diferentes representaciones de la base usada para representar el espacio tangente en
relatividad general. EI campo electromagnético O(3) se representa por un vielbein
en el que el espacio tangente se define en labase circular compleja ((1),(2),(3)) de
simetria O(3) [7-12]. Esta base para el vielbein del campo débil deviene lastres
matrices SU (2) (matrices de Pauli), y hay ocho matrices de simetria SU (3)
(generalizaciones geométricas [5] de las tres matrices complejas de Pauli de2x 2 a
ocho matrices complejas de 3 x 3). Estas diferentes representaciones de bases son
todas representaciones del mismo espacio tangente fisico en relatividad general .

En la convencion actualmente aceptada del modelo tradicional y en lagran
teoriadel campo unificado, se representa el sector electromagnético por el campo o

Pote;ncial A, en € cual no hay indice interno, y el paguete de fibras abstracto de la
eoria de campo gauge no se identifica con el paguete tangente fisico de la

relatividad general. En consecuencia, €l modelo tradicional sufre delas
inconsistencias descritas en laintroduccion, siendo la mas seria de las mismas que
el Principio de Relatividad General no se cumple en la convencion actualmente
aceptada conocida como € "modelo tradicional”; el Principio se aplicaa campo
gravitacional en el modelo tradicional pero no alos campos el ectromagnético, débil
y fuerte.

En electrodindmica O(3), el ansatz (126) implica que

1 1
Ay =ACq, = ; ROR (130)
(donde lamagnitud escalar AQ y el operador diferencial Oy Son iguales paralostres
indices a). Si suponemos que, para cadaindice a

ds
qu = dxi/‘, (131)
entonces € ansatz (126) implica que
1 1
5T A0 T (132)



Para cada indice a la ecuacion de la geodésica paralaelectrodinamica O(3) [7-12]

i H Iz

deene L. 199
ds
una ecuacion que define la propagacién, o camino tomado en € espacio-tiempo
non-euclideano, por lostresfotones (1), (2), y (3) de electrodinamica O(3).
Laecuacion de onda (25) deviene la ecuacion de d’Alembert de
electrodindmica O(3) [7-12]
a 1 ~Q
si definimos la 4-densidad de corriente por €l
vielbein
135

ja# = 026()]€TAa . ( )

la Ec.(134) representatres ecuaciones de onda [7—# 12], una para cadafoton, con

indice (1), (2), y (3):

0AW, = -1, (136)
2 (2

OA' )u = 760%]( )u’ (137)
B3 _ :(3)

0A wo _60%] w? (138)

dos fotones transversos, (1) y (2), y uno longitudinal (3). Estas tres ecuaciones
son evidentemente de relatividad general, y son también ecuaciones de onda
gravitacional es multiplicadas de cada lado por lamagnitud C escalar negativa A©.
Se deduce de la discusion anterior que estas ecuaci ones de onda son también
ecuaciones de |os campos débil y fuerte, con A%, reemplazada, respectivamente por
Wa, y S . El limite de campo débil aplicado ala Ec.(127) produce tres
ecuaciones de Proca [5,7-12], una para cada fotén (o sea para cada indice a = (1),
@y @)

(O +m2c2/h2) A(i)u =0, i=1,23, (139)

y este procedimiento también produce el postulado de Planck/de Broglie (95)
aplicado a fotdn, identificando asi a fotn como una particula con masa. En el
limite de la electrostatica, obtenemos a partir de la Ec.(127) la ecuacion de Poisson

V2Ag = —RAg = kT Ay, (140)

que muestra que |a fuente de potencial escalar Ao eslacurvaturaescalar R. Este
resultado pareciera ser unaindicacién importante del hecho de que la corriente
el éctrica puede obtenerse de la curvatura escalar del espacio-tiempo no euclidiano,
0 sea que la energia electromagnéti ca puede obtenerse del espacio-tiempo no
euclidiano através de dispositivos tales como el generador electromagnético fijo
[12].

Laidentificacion del campo electromagnético O(3) como un vielbein
implica que los vectores unitarios €V, &, &® o de la base descrita por los indices
|atinos superiores



a del vielbein son vectores ortonormal es de un espacio tangente euclideano ala
variedad base (espacio-tiempo no euclidiano) descrito por e indice griego inferior p
del vielbein. Los vectores unitarios definen las ecuaciones ciclicas con simetria O(3)
[7-12]:

e x 6@ — je®*.
e? x el =jel)*, (141)
e® x o) = je*

y pueden utilizarse para definir una tangente en cualquier punto p de unacurvaen el
espacio-tiempo no euclidiano utilizado para definir la variedad base. L os vectores
unitarios de base se definen en términos de |os vectores unitarios cartesianos del espacio
tangente por [7-12]

e® = (1/v2)(i + ig). (142)

Se deduce que el campo electromagnético O(3) se define en términos de los vectores
métricos:

AW = 4O )\ /2(5 — ij)ei® = A0 gD,
A — A /23 +ig)e™® = A0 q®) (143)
A®) — 4O — AO)g(3)

donde ¢ eslafase electromagnética. Los vectores unitarios eV y €@ pueden verse
como vectores tangentes en un circulo, como seilustra en € siguiente diagrama de
Argand:

Fig. 1. Vectorestangentes

Estos vectores tangentes son vectores del espacio tangente ala variedad base.
Si escribimos
gV =q® = %(z cos ¢ + jsen @),

1" 1" 144
gV’ = —q®" = %(z sen ¢ — j cos ), (144)



puede verse en € siguiente diagrama que los vectores métricos son vectores
tangentes que rotan arededor de un circulo para cualquier punto dado Z:

Fig. 2. Vectores tangentes en rotacion.

A medida que avanzamos alo largo del ge Z, que define el vector unitario e
ortonormal a e y €2, el sendero que marca es una hélice, y ésta esla geodésica
(sendero de propagacion) paralaradiacion O(3).

Habiendo reconocido que el campo electromagnético O(3) se define
mediante un vielbein en la Ec.(25), se vuelve posible definir componentes del
campo electromagnético con valor escalar (y campos escalares en general) como
componentes con valor escalar del vielbein, tales como:

¢V = /v, ¢V, = —(1/v2)e,

(@ =V Py = (1D, (145)
q(?’)z =1.
Estos componentes escalares del vielbein son componentes del vector del espacio
tangente: ) , s
Q= q( )He(l) + q( )Me(z) + q( )He(3), (146)

que se define por los tres 4-vectores [7-12] en lavariedad base q(l)p’
q(z)u, q(3)“, un 4-vector paracadaindice a = (1), (2) y (3). Los componentes del
campo electromagnético O(3) son, por lo tanto

AN A<0)q(1)

Iz W’

(147)

AP = A0¢® (148)



A(3)“ _ A(o)q(3)

dostransversales (a = (1) y (2)) y uno longitudinal (a = (3)).

El vielbein es un objeto bien definido en geometria diferencial [2] y puede
emplearse, por iemplo, parageneralizar lageometriade Riemann através delas
ecuaciones estructurales de Maurer-Cartan. Lagran similitud de lateoria del
vielbein con la teoria gauge también se comprende claramente en mateméticas [2],
pero en la convencion actual mente aceptada del modelo tradicional no se ha
utilizado €l vielbein porque no se ha efectuado laidentificacion del paquete de
fibras de lateoria del campo gauge como €l paquete tangente de la rel atividad
general. En esta seccién identificamos el indice interno de la electrodindmica O(3)
con € espacio tangente de larelatividad general, mediante laidentificacion dea con
losindices (1), (2), y (3). Estaidentificacion permite el empleo de resultados de la
teoriade vielbein y de la geometria diferencia paralateoria de campo unificado, o
seatanto pararelatividad general como parateoria gauge. Por gjemplo, el campo
gauge O(3) se define mediante [2]:

(149)

W’

Ga,uu - (dA)a,uv + (w A A)a;w

(150)
a a a a b
= 0,A", - 0,AY, +w #bAbV—w A

gue es una derivada exterior covariante en geometria diferencial. En laEc. (150)

& esunagonexion afin in. Ep teoria de campo e, el campo gauge
(éféﬁromagnect?co O@) s el‘?rsl% m iantee"f1 conmutE'];\d(();lra-tlJ r?var?lantegﬁ)auge c?e
derivadas covariantes [5,7-12]:

G = LDy, D] = 9,A%, — 0,A%,

. (151)
+9(A” AC, — AbVACH).

Una comparacion delas Ecs.(150) y (151) define la conexion afin al espin en

términos de los campos O(3) o potenciales vectoriaes:

a a Ab b c c b c
WA, —w, AT = g(A” AC, — AP A ) = geanc AT A, (4.152)

Asi, el campo o potencial o “influencia universal” A%, se ha definido en
esta seccidn en términos de la curvatura escalar en relatividad general y también en
términos de las conexiones afines a espin. El campo gauge G“,, es invariante

bajo latransformacion gauge (128); o sea, s
i1
gS

el campo gauge no sufre cambios. Este resultado se cumple paralos cuatro campos.
En gravitacion el equivalente del campo gauge es € tensor de Riemann, que es
covariante bajo transformacion de coordenadas, mientras que € simbolo de
Christoffel no es covariante bajo transformaciones de coordenadas porgque no es un
tensor [2].

Algunos poderosos resultados de la teoria del vielbein pueden traducirse
directamente al lenguaje de lateoria de campo unificado desarrollada en este
documento, por gjemplo la

Ap— Ay — O, (153)



electrodindmica O(3). Laprimera de |as relaciones estructral es de Maurer-Cartan
[2] delageometriadiferencia es

dT® +w% ANT® = R% A e (154)

y establece que laderivada exterior covariante delaformadetorsion T2 (lado
izquierdo de |la Ec.(154) es el producto cufia de laformade Riemann R, y |5
formade vielbein € (lado derecho de la Ec.(154)). LaEc.(154) eslaecuacion de
campo no homogeénea de la el ectrodindmica O(3):

1
D,G'M"* = — 43", 155
, ” (155)

Donde € vielbein de la densidad de carga-corriente se define con la Ec.(135) de esta
seccién. Las Ecs.(154) y (155) son ecuaciones de teoria de campo unificado-la forma
de torsion T? representael electromagnetismo (o los campos débil y fuerte): Y la
formade Riemann R%, representalagravitacion. En laRef. (1) laecuacion no
homogénea (153) seinfirio a partir de la Ec.(45) a multiplicarla de ambos lados por la
cufia AA",, y definiendo el tensor del campo €l ectromagnético como

R
Gm/ = G(O)(RN NGy — EqM A QV) (156)

y ladensidad de carga corriente como
7¥ = moG kD, (T A g"). (157)

El campo gravitacional y el tensor de Riemann se definieron [1] multiplicando lanueva
ec.de campo (45) de ambos lados por g,, de maneraque la Ec.(45), el andogo clasico
delaecuacion de onda (25) es una ecuacion de teoria de campo unificado.

Lasegunda relacion estructural de Maurer-Cartan es laidentidad de Bianchi, y
que se traduce en laidentidad de Bianchi de lagravitacion [2, 5], y también enla
identidad (107) usada en la Sec. 4 paradeducir la ecuacion de invariancia gauge (113).
En electrodindmica O(3) deviene la ecuacion de campo homogénea [1], la

identidad de Jacobi N
D,GH = 0, (158)

donde G es el dual [5,7-12] de G-
El postulado de latétrada de lateoriavielbein, la Ec.(6), setraduce en las
relaciones ciclicas de simetria O(3)

W _ ) ()
alq i —ikq 7, X q 5
94" = —ing™, x ¢, (159)
1) o @

3)* .
aiq()i:_”iq Z-Xq j

entre indices espaciales de lavariedad base (L =i =1, 2, 3).



En esta seccion el campo gauge el ectromagnético O(3) se haidentificado
de tres maneras: las Ecs.(150), (151), y (156). La consistencia interna demanda
gue estas tres definiciones sean iguales, dando la Ec.(152), por jemplo. Esta
ecuacion relacionala conexién afin al espiny € potencia vectorial. Comparando
las Ecs. (151) y (156) da e importante resultado

R .
GO (RM Ny = o u qy> = 0, A%, — 0,A%, + geancA” A°,, (160)

gue indica que la estructura de grupo de la electrodinamica covariante generalizada
es no abelianay que la electrodindmica covariante generalizada debe ser una teoria
de campo gauge con un grupo gauge interno tal como el O(3), de simetria mayor

e [a convencional U (1) del modelo tradicional. El producto cufiaRu A a, se
ﬂyenl?hca entonces corr(10) P R

1 a a
R, Agq, = el (0,A%, —0,A")) (161)
y €l producto cufia g, A g, como
R g b fge
5% NGy = _mfabcA uA v (162)

Si la electrodinamica fuese una teoria abeliana U (1), entonces el producto cufia g, A g,
seriacero:

u N Qv = 4uqv — Qg = 0. (163)
El campo el ectromagnético entonces desapareceria porque [1]

1
Ry, = ZR‘JN' (164)
El postulado de la tétrada en teoria de campo gauge con simetria U (1) sereduciriaa

Dyuqy = (8, —igA) gy = (8, — igAVq,)q, = 0. (165)

El campo gauge U (1) seria entonces
GHV = aMAl/ - al/AlJ« = igA(O)Z(qIJ«QV - QVQIJ) =0 (166)

y desapareceria, un resultado consistente con la Ec.(164). Se concluye que la
relatividad general implica una electrodinamica de mayor simetria, un resultado

crucia parael desarrollo de unateoria de campo unificado.

Finalmente en esta seccion utilizamos otro resultado importante de la teoria
vielbein para deducir la ecuacion de Dirac a partir de la ecuacion de onda (25): el
vielbein permite € desarrollo de espinores en un espacio-tiempo no abeliano. Cada
componente del espinor debe cumplir con laec. de Klein-Gordon (Ref. [5], p. 45).
La ecuacion de Klein-Gordon se obtiene de la ecuacion de onda (25) al considerar
los cuatro componentes escalares del vielbein (hay cuatro componentes



para cadaindice a). Las soluciones de la ecuacion de Dirac para una particulaen
reposo son las soluciones positivay negativa, respectivamente,

¥ = u(0) exp(—imt), 1 = v(0)exp(imt). (167)
L os dos espinores positivo de energiay negativo de energia en este limite devienen
1 0 0 0
M) = | ©° @) = | ! W) = | ° @) = | ©
u (O) - 0 ) u (O) - 0 ) v (O) - 1 ) v (0) - 0 ’
0 0 0 1
(168)

y estos se identifican como componentes del vielbein. Se obtuvo la ecuacion de
Dirac de la ecuacion de onda (25), que usa €l vielbein como eigenfuncion.

6. Discusion

Laclave paralaunificacion de campos (unificacion de relatividad y teoria gauge) en este
documento es la comprension de que el indice interno (indice de paquete fibroso) dela
teoriagauge es € indice del paquete tangente de larelatividad general. La geometria
fundamental muestra que este indice interno esta presente en relaciones basicas, como la
e PR BH e 4 (ARG DTS B b PR IS URENER B beknRié&ihiarfo®h 1a
geometria cotidiana del espacio plano, pero es la clave para comprender que la
eigenfuncion més general paralafuncion de onda (25) debe ser un vielbein. Los vectores
unitarios i, j, k (6 e, e@, & delabase circular compleja) son generalmente vielbeins.

Se deduce en electrodinamica covariante generalizada que el campo Aa#

también es un vielbein, y que la simetria de grupo gauge de la el ectrodinamica debe
ser O(3) o mayor. Laexistencia de unateoria de campo gauge U (1) queda prohibida
por la geometria fundamental, porque en tal teoriafaltael indice interno del vielbein.
Esto es geométricamente incorrecto. Estos resultados se demuestran como sigue.

Consideremos el vector de desplazamiento [1, 14, 15] en las 3 dimensiones del

espacio euclidiano:

r=Xi+Yj+ Zk. (169)
L os vectores unitarios cartesianos son
. or or or | or or | or
i=5x/ |ax |’ Y/’ay’ _az/‘az (170)

y los tres vectores métricos son [1,18,19]

ax =q"(a=1) =|§x|i,
ay = q"(a=2) = |53, (171)
a; =q"(a=3) =53] k.



Se deduce que en € espacio euclidiano tanto los componentes del vector unitario
como del métrico deben de rotularse con un indice superior y uno inferior:

qll = 71; q12 = 07 q13 = Oa
qu N q? v 3q23 N (172)
QIZOa Q2207 q3:_11
ql1 =—11 =1x =1, etc.
Estos resultados se extienden al espacio-tiempo euclidiano al usar el indice 0
qOO = 17 qol = 07 q02 = 07 q()3 = 0 (173)

LasEcs.(172) y (173) definen el vielbein g, donde a=0,1,2,3,y
M =0,1,2 3. Mésprecisamente, e vielbein es un vierbein o tétrada [2] porque hay 4
indices a internos o de espacio tangencial y 4 indices 1 delavariedad base. Si se usa
latétrada en el contexto de larelatividad general, €l indice a deviene €l indice de
espacio tangente , y Si se usalatétrada en teoria gauge, a es el indice del espacio
interno que define el grupo gauge.
Por lo tanto, la geometria fundamental muestra que la tétrada puede usar se tanto en
relatividad general como en teoria gauge, y esto esla clave para la unificacion de
campos.

Enla Ref. [1] se muestra que tanto € campo gravitacional como €l
electromagnético se originan en laEc.(45): si se describe el campo gravitacional

mediante el tensor métrico simétrico dudy entonces el campo el ectromagnético debe
describirse através del tensor anti-simétrico:

1
Guy = G(O) (Ru A qv — §RqM A QV> . (174)

Nuevamente esto es un resultado de la geometria, esencialmente el resultado afirma

gue si existe un producto punto entre dos vectores (el tensor métrico simétrico dulv.
usado para describir el campo gravitacional) entonces debe de existir un producto
cruz entre |os mismos dos vectores (tensor métrico anti-simétrico du A Gy, usado
paradescribir el campo el ectromagnético). Tomando ladefinicidn [1]

R= qm/(S)Ruu = (I”(JVR;LQV = —QQ#R“, qVQV = -2, (175)
resulta entonces que
1 1 o0
R, = 4Rq#, G = 4G R(quNag —2q, Nq) (176)

y el campo electromagnético puede expresarse en general como el producto cufia

1
G;w = _ZG(O)R(Q;L A qy)~ (177)

El signo negativo en la Ec.(177) es por convencion, y en consecuencia el
campo electromagnético puede expresarse en forma suscinta, dentro de un
factor B, como el producto cufiaentre 0y Y 0!



G =B9(q. Na), (178)
donde B© tiene las unidades de la densidad de flujo magnético [7-12]:

1
0) — 20
BY = 4G R. (179)
El producto cufia de dos una-formas en geometria diferencial se define [2] mediante

A, NB,=(ANB),, =A,B, — A,B,. (180)

Por lo tanto, €l producto cufia desaparece si se consideraa Gy Y Qv COMO
4-vectores sin indice interno. Resulta entonces que el electromagnetismo no puede

ser una teoria gauge sin indice interno, y por ende no puedg1 Ser upa teor fade
campo gauge U(1). El producto cufia de los dos vielbeins 9%y Y 97,

a b a b a b
@ NV =q",0" — 4.0 (181)

y €l campo electromagnético es la dos-formadiferencial
G(:MV — B(O)(qa A qb)ul’. (182)

En geometriadiferencial, los indices griegos se vuelven redundantes (o sea,

pueden asumirse implicitamente como siempre iguales en ambos lados de una
ecuacion en geometriadiferencial, lateoria de las formas diferenciales), por lo que
los indices griegos pueden suprimirse [2]. Por lo tanto, la Ec.(182) puede expresarse
como

G° = B¢ A ¢, (183)
y, dentro de un factor B©, el campo electromagnético es una dos forma de torsion T¢:

G° = B(())Tc — B(O)qa /\qb. (184)

Laprimerarelacion de estructura de Maurer-Cartan (154) relacionala
dos-forma de torsion con laforma de Riemann, y asi la primerarelacion de
estructura de Maurer-Cartan deviene unarelacion entre gravitacion (formade
Riemann) y electromagnetismo (formadetorsion). Ajustando €l indice a en la
forma de torsidn, larelacion de estructura de Maurer-Cartan deviene unaentre el
campo déhil y lagravitacion, y € campo fuertey lagravitacion. Estainterrelacion
entre campos es un resultado de la geometriay de la nueva gran teoria del campo
unificado desarrollada aqui.

En el lenguaje de tétradas y productos cufia, la ecuacion geométrica
i X j =k deviene

(@' NGz =01 NaPy = "% — aa% = dhd = ()i =¢%. (185)
en espacio-tiempo euclidiano en la base cartesiana la tétrada es distinta de Cero si y
sdlos @ = w1, de manera que se ha supuesto implicitamente que ¢¢,, puede
Expresarse como ¢,,. Esta suposicion significa que la existencia del indice interno



a en geometria basica se ha pasado por alto. En teoria gauge ello ha conducido ala
suposicion incorrecta que puede existir una teoria gauge (electromagnetismo) sin indice
interno. Una cuidadosa consideracion muestra, sin embargo, que |os vectores unitariosi,
j, Kk son los siguientes componentes de la tétrada:

—t:= (an11a070)7 _.7 = (0707(]2270)7 —k = (070705(133)' (186)

En un espacio no euclidiano (variedad base) definida [1,14,15] por la base de
coordenadas curvilineas (u1, u2, u3) 10S vectores unitarios son los vectores espaciales
tangentes ortonormales

eazaa;/ % . a=1,2,3, (187)
cumpliendo lasrelaciones ciclicas O(3)
e' x e =e€*, et cyclicum, (188)
y los vectores métricos son
q* = %, a=1,2,3, (189)
o sea, |0s componentes de latétrada
“ 0X " Y " 0z
T1= e 127 Tguer 18T T e (190)

Latétradaen el espacio-tiempo de cuatro dimensiones es por |o tanto 9y El indice
superior a de latétrada denota un espacio-tiempo plano, tangente ortonormal, en tanto
qued indiceinferior p denotalavariedad base no euclidiana (el espacio-tiempo no
euclidiano de larelatividad general). Los factores estructurales [1] son:

he = (q%4™ — 414" — ¢"2q"* — ¢"54%). (191)

En relatividad general, lamétrica g%, siempre tiene un indice superior a, y un
indiceinferior p, y latétrada g2, eslaeigenfuncién de laecuacion de onda (25) de
lagran teoria del campo unificado, Se ha demostrado agui que esta ecuacion de
onda es €l resultado directo del postulado de latétrada, 1a Ec.(6), y asi es resultado
directo de la geometria. Mas generalmente, también se ha demostrado aqui que debe
de existir un indice interno a en todas | as relaciones geométricas, tales como la
relacion entre los vectores unitarios cartesianos i, j , k.

La electrodinamica O(3) [7-12] espor lo tanto laEc.(178) cuando €l indice
interno a es (1), (2), y (3), y la€electrodinamica O(3) esel resultado directo dela
relatividad general, y de la geometria. En otras palabras, la existenciamismade la
gravitacion es evidencia empirica para la existencia de la electrodindmica O(3),
porquelagravitacion se describe atraves de 9%,0°, y electrodinamica O(3) por

qaH A o,
Ambos campos se originan en la ecuacion clasica (45) [1], que es el limite clasico
de la ecuacion de onda (25). En la €l ectrodinamica O(3), el postulado de latétrada (6)

deviene las ecuaciones ciclicas con simetria O(3).



0,A%" = —igA® x A®
9, AV = _iga® x A®

/
8,A%" = —iga® x AW (192)
2 v g o v?
donde usamos larelacion A%, = AQg?,. El postulado de |a tétrada (6)
muestra qUE:
0,407, —0,A"" = —iga® xA®
0,477 —0,AP" = —igA® x AW (193)

B®*  _ —igA(l)

x A?
I; 7 v

;
El campo gauge en electrodindmica O(3) se define por las relaciones ciclicas[7-12]

G(3)* L= aMA(S)*u _ &’A(B)*u _ ’igA(l) « 14(2)117

Iz I
G(1)*W _ aﬂA(l)*u _ 8,,A(1)*# _ Z'gA(Q)# « A(3)V’ (194)
G =0,4"" —9,4"" —igA® x AW

Pero sabemos de la Ec.(178) que

GO = —iBOqM x ¢

% v’

1) . 2 3
a = —zB(O)q( )H % q( )w (195)
G(Q)*HV _ —iB(O)q(B)M % q(l)

v?

asi que en electrodindmica O(3) existen las siguientes relaciones tridimensionales:

gA(l)M X A(z)y = B(O)q(l)u X q(Q)V, et cyclicum. (196)

Finalmente la comprensién de que el campo electromagnético debe de ser una
tétrada permite la descripcion del espacio interno mediante un indice apropiado del
espacio tangente ortonormal, por gemplo a puede ser (1), (2), (3) delabase circular
compleja, o puedeser (X, Y, Z) delabase cartesiana. Asi, laelectrodindmica O(3) o
cualquier electrodinamica de simetria superior, puede desarrollarse utilizando
cualquier indice a bien definido del espacio tangente de larelatividad general. Esto
significa que la electrodinémica puede desarrollarse como una teoria de campo gauge
de simetria SU (2), o como una simetria de campo gauge con simetria SU (3). Esto
sugiere que los campos déhil y fuerte pueden ser ambos manifestaciones del campo
electromagnético. Esencialmente, un campo se cambia en otro cambiando €l indice a.
Por lo tanto, emergen muchas posibles interrel aciones entre campos una vez que se

comprende que el indice a siempre est presente en latétrada 9% es decir, en la
eigenfuncion de la ecuacion de onda (25).
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