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RESUMEN

Se deducen conceptos basicos de dindmica de fluidos a partir de geometria en el
contexto de la Teoria de Einstein Cartan Evans (ECE). Estos conceptos incluyen el de la
conexion de Stokes, la ecuacion de continuidad y las ecuaciones de fluidos no viscosos y
viscosos. Estos conceptos pueden deducirse a partir de la geometria diferencial de Cartan

utilizando un minimo de hipétesis, de acuerdo con la navaja de Ockham.
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1. INTRODUCCION

Las ecuaciones de dinamica de fluidos se basan por lo general en el sistema de
ecuaciones de Navier Stokes, deducidas en forma independiente por Navier y Stokes en el
siglo XIX {1}. Estas ecuaciones estan bien descritas en muchos libros de texto. En este
documento, se aplica la teoria de Einstein, Cartan y Evans (ECE) por primera vez a la
dinamica de fluidos hara deducir los conceptos basicos de fluido dindamica a partir de la
geometria diferencial de Cartan, transformando asi a la dinamica de fluidos en una teoria de
relatividad general a partir de la cual pueden deducirse sus ecuaciones principales dentro del
limites bien definidos. En la Seccion 2 se deduce la ecuacion de continuidad del sistema de
Navier Stokes a partir del postulado de la tétrada de la geometria diferencial de Cartan {2-
11}. Se demuestra que la conexion de Stokes es una forma limitante de la conexion de espin
de la geometria de Cartan.
En la Seccion 3 se deduce la ecuacion del fluido no viscoso a partir de la ecuacion de la
primera estructura de Cartan, y en la Seccion 4 se extiende el analisis a la ecuacion del fluido

viscoso. Se sefialan similitudes con la electrodindmica dentro del contexto de la teoria ECE.

2. LA ECUACION DE CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE NAVIER STOKES
Esta ecuacion es la ecuacion de conservacion de la densidad de masa p, y es anéloga a la
ecuacion de continuidad de la densidad de carga en el campo de la electrodindmica. La

ecuacion puede expresarse como {1}:

ap B
5c TV (py)=0 (1)

donde v es velocidad lineal. La Ec. (1) en notacion tensorial es:



9, Uk =0 (2)
donde:

Uk=(cp,vp) (3)

Aqui, ¢ es la velocidad de la luz en el vacio, y la densidad y velocidad son:

p=pXY,Z1t) (4)
y
v=v(X,Y,Zt) (5)
la Ec. (1) es:
0
a—’:+zp.y+pz.y=o 6)
es decir:
Dp
4 _
Dt pYV.v=0 (7)
donde
Dp dp
or Bt Vpv (8)

es la derivada de Stokes [1]. Esto constituye una medida del ritmo de cambio de la densidad
en un punto que se mueve con el fluido. Es la derivada a lo largo de un camino que se mueve
con una velocidad v. En esta Seccién se muestra que la derivada de Stokes es una derivada
covariante de relatividad general y que la continuidad del sistema de Navier Stokes es un
postulado de la tétrada.

La Ec. (6) puede expresarse como

a
ZHy.V+V.v)p=0 )

de manera que la derivada covariante es:



+(x.V+V.v) (10)

La conexion es, por lo tanto, una simple conexion escalar:

lr=v.V+V.v (11)
y la Ec. (9) es:

ap

FT +Tp=0 (12)

que es una ecuacion de relatividad general. La derivada de Stokes de una velocidad v es:
ov
e = 3. T V) (13)

y este concepto se emplea en las otras ecuaciones del sistema de Navier Stokes.
Con el objeto de reducir la Ec. (12) a partir de una teoria del campo unificado, debe
hallarse su estructura geométrica basica. Una geometria auto consistente adecuada es la

geometria diferencial de Cartan {2-11}, cuyo bien conocido postulados de la tétrada es:

D, q}= 0, q% +wiql -Th qf =0 (14)

a

Aqui, gy es la tétrada de Cartan, wj,

» €s la conexion de espin y F;/}v es la conexion anti
simétrica de Riemann:
Ty =qd T = ql (0, g8 + wiy ) (15)
Introduciendo la tétrada de la densidad de masa:
pi=pPai = (g, p% (16)
donde:
a=(0),(),2),03) 17)
es la base circular compleja del espacio tiempo {3-11}. La densidad de masa cotidiana valuada

mediante un escalar, constituye un limite de este concepto mas general de la tétrada de

densidad de masa. La parte vectorial de la tétrada de densidad se define como:



1) . 1) . 1
p®=pi + i + o0 k (18)
y asi sucesivamente. Por lo tanto:
1 1
P’ =g, p™) (19)

y asi sucesivamente. La parte temporal de la tétrada de densidad de masa se define como:

P = (g, 0) (20)
de manera que

p@=0 @1)

La base circular compleja se define en términos de los vectores unitarios cartesianos i, j, y k

como:

e® = = (i-7j), e® = =(i+ij), e® =k (22)

de manera que:

1) . 1) . 2) . 2) . 3
E(l):P)(()_l+P}(/)la B(Z):P)(()_I‘FP;(/)_I , 2(3):P§)1ﬁ (23)

son las corrientes de densidad de masa. Las Ecs. (18) a (23) son ejemplos del hecho que el
campo vectorial general puede siempre expresarse {12} como:
V= K(1)+ K(Z) +K(3) (24)
una extension del teorema de Helmholtz.
La densidad escalar puede definirse ahora como la suma de tres componentes
temporales de la tétrada de densidad:
p=p +p +pg” (25)
y el postulado de la tétrada implica que:
D, p§ =0 (26)

Por lo tanto, la ecuacion de continuidad (12) implica que:



0
— (0§ + o8 + g7 ) + T (o5 + i+ pf7 ) =0 (27)

Es plausible suponer que:

ap, (1)
et [ oV =0 (28)
(2)
dp, )
i [ p? = (29)
(3)
dp, 3)
 * [ o> = (30)

de manera que los indices en la Ec. (26) vienen determinados por:

€Y

10py° (1) @) _
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(z)

10p, (2) (2)

—— Tge =0 (32)
3)
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= o T @00 - Too =0 (33)

Sin embargo:

1 2 3
Fgo) - FE)O) - Fgo): 0 (34)
de manera que:
d
= (087 0 + 0§ ) F ¢ (i + g+ i) = 0 (35)
es decir,
9, WL @, @
5 ¢ (wge+ e+ weg ) =0 (36)

Comparando las Ecs. (12) y (36):



N=c (a)g(l))-i- w(()(z))+ wég) (37)

La conexion de la derivada de Stokes viene dada por la combinacion (37) de conexiones de
espin de la geometria diferencial de Cartan, Q.E.D. de manera que la ecuacion de continuidad

del sistema de Navier Stokes es una ecuacion limitante de relatividad general.

3. ECUACION DEL FLUIDO NO VISCOSO

El fluido no viscoso es una bien conocida idealizacion que se incluye en los libros de
texto {1} pero que sin embargo sirve para ilustrar como los conceptos basicos de la dindmica
de fluidos pueden deducirse a partir de la geometria diferencial de Cartan. E1 Modelo de
ingenieria ECE {2-11} utiliza la ecuacion de la primera ruptura de Cartan y una sencilla
hipétesis para producir la siguiente ecuacion para la aceleracion en dinamica:

ov?®

9% =~ 5~ ¢ Vi - Wiy € v’ + cvgwh (38)
y también una expresion general para la velocidad angular:

0=V x yv*-wix v 39)
El campo de velocidad vectorial se expande como un ejemplo de la Ec. (24):

v = v+ y®@ +y® (40)
La conexion de espin en estas ecuaciones se define como:

Wyp = (@Gp » — W) (41)

y la tétrada de velocidad como:

1
vy = E o (42)
donde:
CDI‘} = qﬁ (43)

es la tétrada de potencial gravitacional.



Se mostrara en esta seccion que la Ec. (38) da la ecuacion del fluido no viscoso como

un formato limitante particular. En el limite no relativista {1} puede definirse la aceleracion

mediante una aproximacion lineal de un desarrollo en serie de MacLaurin como:

a=(Y.

I<

)X+E

y la vorticidad {1} definida como:

Q=V xy

El formato de la Ec.(38) significa que la aceleracion en relatividad general es:

av?
a_ = a b a _ b, .a
at= — + w§, vP+c Vv - cviws

y que la vorticidad en relatividad general es:
0=V x v*-wpx v
En las ecuaciones la cuatro-velocidad es:
a a a 1 a
vE= (v, -v?) = < (@, - @)
En un fluido no viscoso {1} la aceleracion se calcula como:

(Y p+V o)

1
a=-—
- m

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

donde p es la presion, m es la masa, y ¢ es la energia potencial total por unidad de masa

debido a todas las fuerzas de los cuerpos. De manera que la descripcion de libro de texto de un

fluido no viscoso es {1}:

]
a_er(Z Vy=-=(Yp+Y ¢)
0:
ov 1
a=22t( . Vv+- (Vp+Ve)=0

(50)
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y la aceleracion neta es igual a cero.

En relatividad general, para una aceleracion neta igual a cero la Ec. (46) es:
=t 0g, VP Vv - eviwd =0 (52)

Esta ecuacion puede simplificarse a:

ove
?+VQCL+CZV8—CCDQCI=O (53)
donde:
w*=wil +wii+wik (54)
y
0% =wf 1 +wgz ] + 05z k (55)

En esta simplificacion hemos utilizado:

vowp = v @? (56)
y
g, vP=vn® (57)
Para cada valor de a en la Ec.(53)
ov
QZa—;+VQ+CzVO—CVQ (58)
Y esto se reduce a la Ec.(51) si:
ve=(V.v)v (59)
1
~(Vp+Y ) =c(Vv - va) (60)

De manera que hemos deducido la ecuacion de libro de texto para un fluido no viscoso a partir
de la ecuacion de estructura de Cartan mediante un minimo empleo de hipotesis, Q.E.D.
Notese cuidadosamente que este procedimiento utiliza la conexion de espin como una

parte intrinseca de la dinamica de fluidos, de manera que la relatividad general misma se ve



extendida considerablemente como tema. Ya ha dejado de ser una pequefia correccion a la
dinamica de Newton, habiéndose transformado en una parte intrinseca de la dindmica de
fluidos. Todas las ecuaciones de la dindmica de fluidos devienen ecuaciones de relatividad
general y algunas ecuaciones de dinamica de fluidos pueden corregirse utilizando el concepto

de conexion de espin. Una de estas es la ecuacion de vorticidad, que en relatividad general es:
0=V x v* - wf x v° (61)
Pero que en los libros de texto es {1}:

Q=V xv (62)

La Ec. (60) en la filosofia de la relatividad general constituye una correccion de la Ec. (61).
Aceptando aqui la Eq. (61) de los libros de texto para fines puramente ilustrativos, el
procedimiento usual {1} es el empleo de las Ecs. (51) y (61) para producir la ecuacion de libro

de texto para el movimiento de un fluido no viscoso:
=+ VY x(Qxv)=0 (63)

utilizando la suposicion:
V.v=0 (64)

La relatividad general nos muestra que en la Ec. (63) existen términos ausentes. Estos
términos pueden conducir a efectos que son observables experimentalmente.
Aceptando nuevamente la Ec. (63) so6lo para fines ilustrativos, vemos que posee la

misma estructura que la ley de induccion de Faraday incluida en los libros de texto:

QD
[os]

=T Y X E=0 (65)

(o))

donde B es la densidad de flujo magnético y E es la fuerza de campo eléctrico. La Ec. (62)

posee la estructura:

S5
Il
1<
X
[N

(66)



De la electrodinamica en el modelo establecido. En teoria ECE, la Ec. (66) deviene:
B =Y x A% - wf x AP (67)
La Ec. (64) es analoga a:
V.4=0 (68)
es el modelo establecido para la electrodinamica. Utilizando la prescripciéon minima:
p=myv=eA (69)

donde m es la masay e es la carga, el modelo establecido para la electrodindmica nos da:

E=—BXA=BXy (70)

e
m

que es la ley de fuerza de Lorentz. En resumen:

9 9B
T ¥x(Qxy)=0 g ot T LXE=0
Q=Vxv <+ B=V x4
V.v=0 <+ V.4=0

La cantidad Q X v es andloga a la aceleracion de Coriolis y a la fuerza de campo eléctrico E.

La vorticidad  desempeiia el papel de la densidad de flujo magnético B. La velocidad v
juega el rol del potencial vectorial 4.

Notese cuidadosamente que estos conceptos se extienden y generalizan en forma
auto consistente en la teoria ECE, en donde:

ove b
¢ = ?"_ngb vP + c Vvg - eviwy (71)

IS}

0=V x v®-wpx v (72)



La expresion empleada para la aceleracion, empleada en la Ec.(44) es:

Xy LU 73
a= at(—'yu ot (73)
y constituye un caso particular de:
ove
aj=—-"tcawg v’ (74)

La Ec. (49) es un caso especial de:

af = c(Vv§ - vgws) (75)

ai+ap=20 (76)
La relatividad general deja asi de constituir una correccién menor en la dindmica de minuto, y
deviene en la teoria ECE una parte intrinseca de la dindmica cotidiana, agregando nuevos
términos a ecuaciones bien conocidas, términos que pueden tener un efecto experimental

medible, o que se obtienen a partir de efectos bien conocidos pero interpretados en una nueva

forma.

4. ECUACION PARA FLUIDOS VISCOSOS

En este caso hay una fuerza viscosa fv , de manera que la Ec.(51) deviene {1}:

fV=P(g—f+(¥-2)y)+2p+pz¢ (77)

La forma mas general de derivadas segundas que puede dares en una ecuacion vectorial es una
combinacion lineal de términos V2v y V(V . v), de manera que la fuerza viscosa se expresa
como:

f=nuVv+(u+p)Vv(v.y) (78)

donde p y p’ son coeficientes. De manera que la ecuacion de movimiento para un fluido



viscoso se deduce mediante el empleo de la vorticidad (62) y es:

a0 u
—+ vV Q ==V2Q 79
% Vx(Qxv) PRARY (79)

En teoria ECE y en relatividad general una vez mas hay nuevos términos para el fluido

viscoso y para las otras ecuaciones del sistema de Navier Stokes. Estas se desarrollaran en

documentos posteriores.
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