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RESUMEN

Se demuestran las dos ecuaciones de estructura de Cartan directamente a través del
empleo de un formato simplificado para el postulado de la tétrada. Al hacerlo se descubre una
nueva condicion general de la geometria diferencial de Cartan y se ilustra con respecto a las

tétradas de una onda en propagacion, polarizada circularmente.
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1. INTRODUCCION

La primera y segunda ecuaciones de estructura de Cartan definen las formas de
torsion y curvatura de la geometria diferencial y son equivalentes a la torsion y curvatura de
Riemann {1-10}. Ellas muestran la rigurosa y completa auto consistencia interna de la
geometria de Cartan e ilustran el papel desempenado por la tétrada de Cartan y del postulado
de la tétrada de Cartan. Por lo tanto, es importante poder demostrar las ecuaciones de
estructura en una forma tan simple y clara como sea posible, y poder demostrar su
equivalencia con la geometria de Riemann del siglo XIX. El papel desempefiado por el indice
a de la geometria de Cartan también se clarifica e ilustra claramente mediante estas
demostraciones, las cuales pueden observarse en la Seccion 2. En la Seccion 3 se ilustra la
demostracion de la segunda ecuacion de estructura con referencia a la tétrada de la onda en
propagacion polarizada circularmente. Si una geometria es auto-consistente internamente se
proclama como tal y puede utilizarse en la filosofia de la relatividad general como en la teoria

ECE, para brindar una nueva fisica y unificar los mas conocidos conceptos de la fisica.

2. DEMOSTRACIONES DE LAS ECUACIONES DE ESTRUCTURA DE CARTAN.
En la notacion estandar {1} de la geometria diferencial, la primera ecuacion de

estructura de Cartan es:
T= dA q% + ol A q° (1)

donde T¢ es la forma de torsion, una dos-forma calculada vectorialmente, g% es la forma de

la tétrada (una una-forma valuada vectorialmente), wj es la conexion de espin de Cartan, y

d A es la derivada exterior. En notacion tensorial, esta notacion se traduce como:

T4 =0, qf — 0y qff + wipqs — wipqp 2)



A continuacion se da la demostracion de la equivalencia de la Ec.(2) y la torsion de Riemann:

Tqu = Fﬁv - Fﬁu (3)

donde T, es la torsion de Riemann y donde T, es la conexion de Riemann. La ventaja de la
Ec.(2) sobre la Ec.(3) es que la Ec. (2) utiliza un indice a que puede desarrollarse con
cualesquiera elementos base tales como las matrices de Pauli de la teoria de Dirac. En el
Documento 141 de esta serie se demostré que el indice a puede utilizarse para denotar la
base circular compleja, donde posee un significado profundo en cuanto a que extiende el
Teorema de Helmholtz.
La equivalencia de las Ecs. (2) y (3) se origina en la propiedad fundamental de que
el completo campo vectorial es independiente {1-10} de sus coordenadas y elementos base:
V=Vte,=V%e, “4)
Este es siempre el caso en fisica y relatividad general. Sin la propiedad (4) un campo
vectorial tridimensional, por ejemplo, seria diferente en coordenadas cartesianas o esféricas

polares. La propiedad (4) conduce a la ecuacion:

D, q = 0, q% + wg,q2 — T, qf Q)
Esto se conoce confusa y oscuramente como “el postulado de la tétrada”{1}. La Ec. (5) es
fundamentalmente cierta en fisica y en casi toda la matematica, y no constituye un postulado.
Se deduce a partir de la propiedad (4) {1-10}. Utilizando las reglas {1}:
Wy = wﬁb v (6)
v ai = T (7
El postulado de la tétrada se simplifica a:
Ty = 04 qv + Wy ()

Y la ecuacion de la primera estructura de Cartan se simplifica a:



T;ﬁ/ = Fﬁv - Fgu )
Resulta de inmediato que la torsion de Riemann es:
T;ﬁ/ =qq Tuav = Fﬁv - Fﬁu (10)
Q.E.D.
Las torsiones de Cartan y Riemann son ambas conceptos muy fundamentales de la
geometria, en cualquier espacio y en cualquier nimero de dimensiones. La torsion de
Riemann siempre esta presente en cualquier espacio, y se define mediante el conmutador de

derivadas covariantes en cualquier espacio de cualquier nimero de dimensiones {1-10}:

[D,,Dy] VW= RS,V — Tk DV (11)

Donde V7 es cualquier vector, ng es la curvatura de Riemann y D, V¥ es la derivada
covariante de 1. A partir de la Ec. (11) resulta obvio que la conexion de Riemann debe ser
antisimétrica:

I, = — Tk, (12)
debido a que los indices 'y v son iguales en ambos lados de la ecuacion y porque el
conmutador es antisimétrico por definicion {1-10}. La conexion nunca puede ser simétrica
porque el conmutador nunca puede ser simétrico y distinto de cero simultdneamente.
La segunda ecuacion de estructura de Cartan es {1-10}:

Ry =dA wi + w¢ A wj, (13)
donde R} es la forma de curvatura (una dos-forma valuada tensorialmente). En notacion
tensorial la Ec.(13) es:

Rguv = auwgb - avwﬁb+ wﬁc wf/b - (Uf,lc w;ib (14)
Y a continuacion se demuestra que esta ecuacion es equivalente a la curvatura de Riemann:

Rouw = 0uTys — 0,Ths+ Ty Tog — Th) Tig (15)



Comencemos la demostracion notando que:
wﬁb = qzwﬁv = Zb - qp a,qu
=T — 0udp (16)

Noétese que:

qz aqu = aqu (17)

Debido a que la tétrada multiplica una cantidad tensorial de rango tres de indices mezclados
0.9y -
Por lo tanto:
Rpuy = 0,5, — 0,Tap+ Tiie Ty — T5e Ty — (9,0, — 0,0,) q5
b 9uqy — Tep 0yqp + TG, 0,q5 + Tgp 0,45
= 0,9, — 0, + T Ty — T3 Ty (13)
Finalmente utilizamos:

RS, =ak a2 Rp, (19)

The Too= a5 ql T, Tie =T, Ty (20)

Para obtener la Ec. (15), Q.E.D.
Esta es una demostracion mucho mas sencilla y clara que la ofrecida previamente en

un apéndice del documento 15 de la serie ECE.

Por las reglas de la geometria de Cartan resulta que:
a_ ,a ,H
b =9u 9p 21
de manera que utilizando el Teorema de Leibniz:

ovqf =qy 8,9% +q% 0, q (22)



La tétrada qj es un espaciotiempo de Minkowski es la diagonal unitaria:

1 0 0 0
q ={0 1 0 0 (23)
0 01 0
0 0 0 1
de manera que:
3,98 =0 24)
A partir de las Ecs. (17) y (22) resulta que:
a u_
q.0vq, =0 (25)

y esto constituye una nueva condicion o restriccion de la geometria de Cartan debido a que
¢ésta ultima utiliza el indice a para denotar un espaciotiempo de Minkowski {1-10}. En la
teoria ECE el potencial se define en términos de la tétrada {2-10}, de manera que, por
ejemplo, el potencial electromagnético es:
Ad= A" q8 (26)
Por lo tanto:
A2 9, Ay =0 (27)
y esto constituye una nueva restriccion general del potencial electromagnético en la teoria
ECE. Analogamente, en la teoria gravitacional:
P 0, Py =0 (28)
donde @ es el potencial gravitacional. La Ec. (8) y (25) muestran que:
b = Wpp (29)
de manera que la equivalencia de las curvaturas de Cartan y de Riemann resulta de inmediato
demostrada.

Notese que el tensor de la métrica se define en general por:

Xy = GuvXx” (30)



donde xV es el cuatro-vector de posicion::

xV=(ct,X, Y, 2) 31)
En el espaciotiempo de Minkowski:
1 0 00
Juw=9""=10 -1 0 0 (32)
0 0 -1 0
0 0 0 -1
La Ec. (30) puede expresarse como:
xt =gl xV (33)
donde:
1 0 0 O
gh=10 1 0 0 (34)
0 01 0
0 0 01

En la geometria diferencial de Cartan se define la tétrada en general mediante {1-10}:
Ve = qgVH (35)

donde Ves cualquier campo vectorial. La Ec. (33) es un caso especial de la Ec. (35):

x4 =qf x (36)
de manera que se deduce que:
1 0 0 O
ai=gf =0 1 00 (37)
0 01 0
0 0 01

Q.E.D.

Para ejemplificar la Ec. (25) considérense las siguientes tétradas de onda plana:

1 . .. i
q® = 2 (i-7j)e' (38)



q? = (i +ij)e™ (39)
La Ec. (39) es la compleja conjugada de 1a Ec.(38) y ¢ es la fase de la onda plana. La base
circular compleja viene definida por:
g x g =i q®* (40)
en permutacion ciclica.

Consideremos elementos tales como:

1) _ 1 1) _ =i
ap) =5e | g =T el 1)
2 1 —i 2 i —i
qgf):Ee i qg):ée ip (42)
Y utilicemos la regla:
q% da = (43)

De la geometria de Cartan para hallar que:

1 1 2 2
a5’ afy + 4y’ afy + Ay dlytay Al = 1 (43a)

Una solucion de la Ec. (43) es:

aty=Fe ™ an=Fe”
A= . Al = e (44)
Consideremos un ejemplo de la Ec.(25):
q2d,ql = a%’0, 4y + a0, q (45)
Para:
v=0 (46)

resulta que:

a9y afhy + a5 qlp) = 0 (47)



Para:

V=3 (48)
se deduce que:
a$’0; af) + a0 gl = 0 (49)

Consideremos un segundo ejemplo de la Ec. (25):

q2d,qt = a9, i+ a9, afyy (50)
y resulta que:
4%, qfy+ a0 qfyy=0 (51)
y:
a5’ 0 qin+ a5 05 q(n=0 (52)

De manera que la restriccion general (25) sea evaluado con las tétradas de la onda plana
polarizada circularmente, hallandose un resultado auto consistente. Este procedimiento ilustra
la importancia de la simplicidad y claridad en las matematicas y muestra que, en el marco de
sus propios términos de definicion, las dos ecuaciones de estructura, la geometria de Cartan
es perfectamente auto consistente. Analoga mente, dentro de sus términos de referencia, la
geometria de Euclides es perfectamente auto consistente, o la geometria de Riemann resulta
también perfectamente auto consistente. Puede que sea posible tener una geometria ultra
abstracta en donde el campo vectorial no es independiente de sus coordenadas o elementos
base, pero semejante tipo de geometria meramente agrega abstraccion y contraviene el
principio mas fundamental de la relatividad general, la covarianza general. No hay evidencia
experimental que tales geometrias tengan papel alguno en la naturaleza. Por ejemplo, podria
ser posible definir variedades diferentes de aquellas de Riemann, pero una vez mas no existe
evidencia que tales variedades sean importantes para la filosofia natural (la fisica). La

construccion de tales variedades sin evidencia experimental alguna resulta contraria a la regla



mas fundamental de la filosofia natural, la Navaja de Ockham. En otras palabras, se trataria
solo de matematicas por las matematicas mismas. La teoria de cuerdas cae dentro de la
misma categoria, asi como cualquier otra teoria que contenga inobservables. El siglo XX esta
saturado con tales teorias fallidas. La teoria ECE, por otra parte, se ha evaluado
experimentalmente en muchas maneras {2 - 10} y es fundamentalmente muy sencilla,
basandose la misma directamente en la geometria de Cartan. No debiera de sorprender a
nadie que todas las ecuaciones de la fisica surjan a partir de la geometria utilizando la Navaja

de Ockham.
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