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Resumen 

                   Los parámetros fundamentales de la dinámica clásica, tales como posición, 
velocidad y aceleración, se expresan en términos de la tétrada de Cartan, y se utiliza la 
primera ecuación de estructura de Cartan para desarrollar la dinámica clásica. La velocidad se 
define como la derivada exterior covariante de la posición, y la aceleración se define como la 
derivada exterior covariante de la velocidad. Se analizan y clasifican los términos resultantes. 
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1. Introducción 

                    En el Documento 55 de la serie de documentos sobre la teoría ECE [1-10], se 
introdujeron novedosos conceptos en dinámica clásica mediante el desarrollo de los 
conceptos fundamentales de la dinámica en términos de las tétradas de Cartan como los 
elementos base de los vectores. Se utilizó la primer ecuación estructural de Cartan para 
producir una versión relativista de la ecuación de Euler, y se utilizó la identidad de Cartan 
Bianchi para producir aceleraciones relativistas de Coriolis y centrípeta. Es probable que 
estas nuevas ecuaciones de la dinámica y estas nuevas aceleraciones sean observables en 
cosmología, y en situaciones donde la dinámica de Newton y de Einstein no sean aplicables. 
Un ejemplo de esto es la galaxia en espiral, donde la relatividad general de Einstein falla 
completamente, pero donde la dinámica ECE ha tenido éxito recientemente en proporcionar 
una descripción básica sin el empleo de parámetros de ajuste tales como la "materia oscura". 
Esto es todo lo que se afirma a esta altura del desarrollo, pero el trabajo inicial [11,12] parece 
ser muy prometedor. 
 
                      En la Sección 2, se proporciona el argumento fundamental para el empleo de la 
tétrada de Cartan como el elemento base para los parámetros fundamentales de la dinámica 
clásica, y para el empleo de la derivada exterior covariante de Cartan como el operador de 
derivada fundamental de la relatividad general. En la Sección 3, se definen las velocidades y 
aceleraciones fundamentales de la dinámica utilizando la primera ecuación estructural de 
Cartan. Hay cuarenta y ocho aceleraciones fundamentales, y éstas se clasifican en términos 
de conocidas aceleraciones de Newton y Euler dentro de límites establecidos. 
 

 

2. Desarrollo del campo vectorial general 

                   El vector posición en tres dimensiones puede desarrollarse [1-10] como:  
 
rrrr  =  �(�)+ �(�) + �(�)                                                                                                               (1) 
 
donde los indices son aquellos de la base circular compleja:  
 
� =  (0) , (1), (2), (3)     
                                                                                                           
La Ec. (1) puede expresarse como:  
 
 	


� = r 


�                                                                                                                                                   (2) 

 
donde  



�  es un tensor de índices mixtos que puede identificarse como la tétrada de Cartan. 
Esta última se define como:  
 
�� = 



� �
                                                                                                                              (3) 
 
donde V es el campo vectorial [1-12]. En tres dimensiones:  
 



� =  (1), (2), (3)                                                                                                                        (4) 
 
� =   1, 2, 3                                                                                                                               (5) 

El índice �  es aquel de la base circular compleja, y � es aquel de cualquier otro conjunto de 
vectores base en tres dimensiones, tal como la base cartesiana, base polar esférica, base polar 
cilíndrica o base general curvilínea. Se ha demostrado [13-16] que el campo vectorial general 
en tres dimensiones siempre puede desarrollarse como:  
 
V  =  �(�)+ �(�) + �(�)                                                                                                             (6) 

y esto constituye una extensión del teorema de Helmholtz [17] . En tres dimensiones los 
vectores unitarios de la base circular compleja [1-10] pueden expresarse como sigue en 
términos de los vectores unitarios de la base cartesiana:  
 

�(�)  =  
�

√�
 ( i - i  jjjj )                                                                                                                                  (7) 

�(�)  =  
�

√�
 ( i + i  jjjj)                                                                                                                                  (8) 

�(�)  =  k                                                                                                                                                    (9) 

Así, 
�
(�),…, 
�

(�)son elementos escalares de 


� . La existencia de los elementos base 

proviene del hecho de que un vector tal como el vector posición rrrr puede expresarse de dos 
maneras diferentes:  
 
r  =  	(�)�(�)+ 	(�)�(�) + 	(�)�(�)  
    = 	� i  + 	� j  + 	� k                                                                                                           (10) 
 
Esto constituye un ejemplo tridimensional del postulado de la tétrada según la geometría 
diferencial de Cartan en n dimensiones [1-10], el campo vectorial completo r en la Ec. (10) es 

el mismo. Los elementos 
�
(�),…, 
�

(�)son por lo tanto elementos de un conjunto base. Por 
ejemplo, los elementos escalares a partir de la definición de la base circular compleja, la Ec. 
(7), son: 
 

��
(�) =  

�

√�
  ,    ��

(�) = - 
�

√�
                                                                                                        (11) 

Habiendo identificado a estos elementos base como tétradas de Cartan, pueden utilizarse los 
principios de la geometría de Cartan para definir la forma de  torsión a partir de la forma de la 
tétrada:  
 

 �� =  � ∧ 
� + ��
� ∧ 
�                                                                                (12) 

donde  ��
�  es la conexión de espín de Cartan. El lado derecho de la Ec. (12) es la derivada 

exterior covariante:   
 
�� =  � ∧ 
�                                                                                                                          (13) 

que constituye la forma más general de derivada en la geometría diferencial de Cartan. La 
torsión de Cartan definida en la Ec. (12) es una propiedad fundamental en n dimensiones, y 



resulta por lo tanto una propiedad fundamental en tres dimensiones, así como en el espacio 
tiempo de cuatro dimensiones utilizado en relatividad. Si se aplica la derivada D ^ a la 
torsión, produce una suma cíclica de formas de curvatura de Cartan a través de la identidad 
de de Cartan Bianchi como sigue: 
 

� ∧ T� : = !�
� ∧ 
�                                                                                       (14) 

 
donde la forma de curvatura de Cartan se define [1-12] como:  
 

!�
� = � ∧ ��

�                                                                                               (15) 
 
Los parámetros fundamentales en la geometría diferencial son la tétrada, la conexión de espín 
y la derivada covariante exterior. Éstas producen otras cantidades fundamentales, como la 
torsión y la curvatura.  
 

 

3. Desarrollo de la dinámica clásica  

                     Se desarrolla la dinámica clásica a partir de la geometría diferencial de Cartan. 
Al igual que en el Documento 55 de esta serie (www.aias.us), los parámetros fundamentales 
de la dinámica se expresan como:  
 
"


�= Q 


�                                                                                                                               (16) 

cada cantidad es un factor Q escalar multiplicado por una tétrada. El operador fundamental de 
la derivada en la dinámica es el operador fundamental de la derivada de la geometría 
diferencial, que es D ^. Por lo tanto la posición, la velocidad y la aceleración son tétradas, es 
decir son una-formas valuadas vectorialmente: 
  
$


�= $ 


�    ,                                                                                                                           (17) 

�

�= � 



�   ,                                                                                                                            (18) 

	

�= 	 



�                                                                                                                                 (19) 

La velocidad también puede expresarse como una dos-forma valuada vectorialmente, 
proporcional a la torsión de Cartan:  
 
$
%

�  =  & (� ∧  r�  )
%                                                                                                              (20) 

donde c  es la velocidad de la luz en el vacío. El motivo para la Ec. (20) es que la velocidad 
es la derivada de la tétrada de posición, y el operador de derivada debe ser D ∧ . Por lo tanto, 
la velocidad en notación tensorial es:  
 

$
%
� = c ((
 	%

�- (% 	

� + �
�

�  	%
� - �%�

�  	

� )                                                                           (21)



donde por definición:  

$
%
�  = - $%


�                                                                                                                              (22) 

En el espaciotiempo de cuatro dimensiones de la relatividad general los índices son:  

� =  (0) , (1), (2), (3)                                                                                                              (23) 

� =   0, 1, 2, 3                                                                                                                         (24) 

Dado que  $
%
�   es antisimétrica debe de escribirse como:   

                0    - $�
�    - $�

�    - $�
� 

 $
%
�   =     $�

�      0      - )�
�      )�

�                                                                                         (25) 

                $�
�     )�

�        0     - )�
� 

                $�
�  - )�

�       )�
�       0 

 

por analogía con el tensor de campo antisimétrico en electrodinámica ECE. Dado que ECE es 
una teoría de campo unificado, las estructuras de la dinámica y de la electrodinámica se basan 
ambas en la misma geometría, de manera que cantidades tensoriales tales como (25) poseen 
la misma estructura. La tétrada de posición es: 
  

	

� = (	*

�, - +� )                                                                                                                      (26) 

y  la derivada parcial en cuatro dimensiones es:  

(
 = (  
�

,
  

-

-.
 , ∇∇∇∇)                                                                                         (27) 

La conexión de espín en cuatro dimensiones es:  

�
�
�  = (�*�

�  , -/�
� )                                                                                        (28) 

A partir de estas definiciones, la Ec. (21) deviene dos ecuaciones vectoriales. La Ec. (25) 
define las components espaciales de $
%

�  como sigue:
 

$�
�  = - $*�

�      ,     $��
�  = -)�

�   , 

$�
�  = - $*�

�      ,     $��
�  =   )�

�   ,                                                                     (29) 

$�
�  = - $*�

�      ,     $��
�  = -)�

�   . 

 



Dado que éstas son espaciales, entonces los índices �  en la Ec. (29) también están 
restringidos a lo espacial:  
 
�  =  (1), (2), (3)                                                                                                                     (30) 

La parte orbital de este desarrollo es:  

$*�
�  =  c ((* 	0

�- (0  	*
� + �*�

�  	0
� - �0�

�  	*
� )                                                                          (31)

i  =  1,  2,  3 

y en notación vectorial la velocidad orbital es:  

1�= $*�
�  i  +  $*�

�  j  +  $*�
�  k                                                                                                   (32) 

En notación de componente vectorial, la Ec. (31) es:  

$�
� = 

-23
4

-.
 + c  

-25
4

-.
 + c �*�

� 	�
� - c ���

� 	*
�                                                                                        (33) 

y así sucesivamente. Por lo tanto:  

1� =  
-�4

-.
 + c ∇∇∇∇	*

� + c �*�
� �� - c 	*

�/�
�                                                                                    (34) 

Que en esta teoría es la expresión más general para velocidad orbital en dinámica clásica.  

               La parte del espín de la velocidad es:  

$06
�  = c ( (0	6

� - (6	0
� +  �0�

� 	6
� - �6�

� 	0
� )                                                            (35) 

y el vector de conexión de espín de la velocidad se describe como:  

7� =  )��
�  i  + )��

�  j + )��
�  k                                                                                                 (36) 

En notación de componente vectorial, la Ec. (35) es:  

�8
� = c (

-29
4

-�
 -  

-23
4

-�
  - ���

� 	�
� + )��

� 	�
�  )                                                                                        (37) 

y así sucesivamente. Por lo tanto:  

7� = c (∇∇∇∇x �� − /�
� x �� )                                                                           (38) 

Es la expresión más general para la velocidad de espín de la dinámica en esta teoría. Tal 
como se muestra en el Documento 55, esta expresión para la velocidad de espín es la 



generalización relativista de la ecuación de Euler. Esta última no pertenece a la relatividad 
general de Einstein debido a que ésta última se limita a la aceleración lineal. 
  
               Se ve que tanto 1� como 7� son vectores en tres dimensiones y constituyen los 
componentes espaciales de los cuatro vectores:  
 

$

� = ($*

� , − 1� )                                                                                                                   (39) 

)

� = ()*

� , − 7� )                                                                                                                 (40) 

Sin embargo, sabemos que ambos vectores también son tétradas:  

$

� =  $ 



�    ,                                                                                                                         (41) 

)

� =  ) 



�                                                                                                                            (42) 

De manera que existen las cantidades temporales:  

$

(*) =  ( $*

(*) , 0 )                                                                                                                   (43) 

)

(*) =  ( )*

(*) , 0 )                                                                                                                  (44) 

Las cuales en esta teoría poseen un significado en la dinámica clásica. Los escalares  $*
(*) y 

�*
(*)se relacionan con la energía. Generalizan el bien conocido concepto del cuatro-momento:  

 

;
 =  ( 
<=

,
 , − > )                                                                                                                  (45) 

 
                Análogamente, la aceleración se define a partir de las tétradas de velocidad (39) y 
(40) empleando la derivada D ^. Por lo tanto, existen dos tipos de dos-formas de aceleración:  
 
�� =  & D ^ $�                                                                                                                        (46) 

y 

@� =  & D ^ )�                                                                                                                       (47) 

Por lo tanto hay cuatro formas de aceleración derivables a partir de las dos ecuaciones (46) y 

(47).   Tanto  �� como  @� poseen partes orbitales y de espín como sigue:  

�A2�0.�B
�  = 

-14

-.
 + & ∇∇∇∇$*

� + & �*�
� 1� – & $*

� /�
�  ,                                                

�DEF0G
�      = c (∇∇∇∇x 1� − /�

� x 1� )                                                                      

@A2�0.�B
�  = 

-74

-.
 + & ∇∇∇∇)*

� + & �*�
� 7� – & )*

� /�
�  ,                                              



@DEF0G
�      = c (∇∇∇∇x 7� − /�

� x 7� )                                                                   (48) 

 

donde:  

 

1� =  
-�4

-.
 + & ∇∇∇∇	*

� + & �*�
� �� – & 	*

� /�
�  ,                                                     (49) 

 
y  
 

7� = c (∇∇∇∇x �� − /�
� x �� )                                                                           (50) 

 

De manera que, en general, hay cuarenta y ocho tipos de aceleración en esta teoría, dieciséis a 
partir de la Ec. (48a), dieciséis a partir de la Ec. (48c), ocho a partir de la Ec. (48b) y ocho a 
partir de la Ec. (48d). 
  
              Hay nuevas aceleraciones fundamentales que no aparecen en la dinámica de Newton 
o de Einstein, y hay aceleraciones que desarrollan dinámicas de Euler dentro de una teoría de 
relatividad general. Algunas de estas aceleraciones se han analizado en documentos previos 
de esta serie, y a partir de una inspección de las ecuaciones (48). A partir de la estructura de 
estas ecuaciones se observa que contienen, en ciertos límites (véase Documento 55) las bien 
conocidas aceleraciones de la dinámica clásica, tales como las aceleraciones de Coriolis y 
centrípeta, y tal como se ha mencionado en documentos recientes de esta serie [1-10]         
contienen las aceleraciones utilizadas en dinámica de fluidos. Estos términos se producen a 
partir de la estructura fundamental de la geometría diferencial, y pueden analizarse dentro de 
límites dados y clasificarse, desarrollando así un nuevo enfoque hacia el tema de la dinámica 
relativista en general. En especial, las nuevas aceleraciones se aplican en áreas donde se sabe 
que la dinámica de Newton y de Einstein no aplican, por ejemplo en galaxias de espiral en 
cosmología. También pueden aplicarse directamente en electrodinámica. A través de la 
prescripción mínima, el cuatro-momento es proporcional al potencial, y la fuerza dinámica es 
proporcional al campo de fuerzas electromagnético. Por lo tanto, en electrodinámica hay 
cuarenta y ocho tipos fundamentales de campos de fuerza en esta teoría. Se encuentran 
limitados por las leyes de antisimetría de la teoría ECE [1-10] y por la nueva propiedad de la 
geometría de Cartan descubierta en el Documento 142 de esta serie. Esta teoría se 
desarrollará sistemáticamente en los próximos documentos. 
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