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Resumen.

La ecuacion del fermion de la teoria ECE sustituye a la ecuacion de Dirac mediante el
empleo de matrices de Pauli de 2 x 2, al factorizar la ecuacion de onda de la teoria ECE en lugar
de las matrices de Dirac de 4 x 4. La ecuacion del fermion forma parte de una teoria de campo
unificado covariante generalizada y recibe preferencia a través de la Navaja de Ockham
(Principio de Simplicidad) al compararse con la ecuacion de Dirac. Se muestra que la ecuacion
del fermion de la teoria ECE produce espin del fermion de media integral, el factor Landé (g =
2) del fermién, Resonancia de Espin del Electron (ESR) y Resonancia Magnética Nuclear
(NMR), estructura espectral fina e hiperfina, el factor de Thomas y el término de Darwin.
Produce eigenvalores de energia positivos, de manera que no existe el problema de energia
negativa como sucede en el caso de la ecuacién de Dirac. Por lo tanto, no hay problema con el
mar de Dirac. La ecuacion del anti fermioén de la teoria ECE se obtiene en forma directa
mediante la aplicacion de la inversion de paridad. El conjunto base de matrices de Pauli
utilizado en la ecuacion del fermidn constituye la imagen especular de aquel utilizado en la
ecuacion de Dirac, cuyas matrices de 4 x 4 se demuestran como superfluas y obsoletas. La
ecuacion del fermion puede utilizarse como base para el desarrollo de la electrodindmica
cuantica y la teoria de campo cudntico, junto con una nueva teoria de particulas y quimica
cuantica computacional.

Palabras clave: Ecuacion del fermion de la teoria ECE, electrodinamica cuantica, teoria de campo
cuantico, teoria de particulas.



1. Introduccion.

La ecuacion de Dirac fue una piedra fundamental de la fisica y quimica teorica
durante el siglo XX, y se origin6 en un intento por factorizar ecuaciones de onda de segundo
orden en ecuaciones diferenciales de primer orden. Originalmente se creyd que esto podria
lograrse mediante la extraccion de la raiz cuadrada de la ecuacion de energia de Einstein de la
relatividad restringida, y aplicando las relaciones de operador de la naciente mecéanica cuantica.
Se creyd que éste era el camino hacia la mecéanica cuantica relativista. La contribucion de Dirac
se baso en su estudio de los métodos matriciales de Heisenbarg. Hoy dia se cree que Dirac
descubri6 las matrices de Pauli en forma independiente. Estas fueron formuladas originalmente
por Pauli para producir una permutacion ciclica de matrices (elementos de un conjunto de
bases) con un factor 1/2 (medio integral de espin o medio momento angular integral),
construyendo sobre el descubrimiento de los espinotensores de Cartan en 1913, e intentando
explicar el experimento de Stern Gerlach, el cual demostraba que el electron poseia dos tipos de
espin. Este procedimiento se describe actualmente en términos del espacio de representacion
SU(2). La formulacion original de las matrices de 2 x 2 por Pauli fue puramente
fenomenoldgica. La contribucion de Dirac fue, esencialmente, la factorizacion del operador de
d’Alembert de la ecuacion de onda con sus bien conocidas matrices de 4 x 4, las matrices de
Dirac, y la métrica de Minkowski. Este procedimiento produjo una ecuacion de primer orden, la
ecuacion de Dirac del electron. La eigenfuncion de esta ecuacion es el espinotensor de Dirac,
un vector columna de cuatro componentes, y que frecuentemente se describe como la
superposicion de dos espinotensores de Pauli, con simetria derecha e izquierda. El espinotensor
de Pauli es un vector columna de dos componentes y constituye un ejemplo de un espinotensor
de Cartan.

En su trabajo original, Dirac eligi6 una combinacion de matrices de Dirac o
gamma, las cuales hoy se conocen como la representacion tradicional [1, 2]. Existe libertad de
eleccion de las matrices de Dirac pues no estdn completamente determinadas por observacion
experimental. Analogamente, existe libertad de eleccion en las matrices de Pauli, como es bien
conocido. Existe también libertad de eleccion en la representacion cartesiana, la cual puede
tener simetria derecha o izquierda. Ryder [1] desarrolld otra eleccion de matrices gamma
conocida como la representacion quiral. La representacion quiral constituye la eleccion correcta
porque no produce eigen-estados de energia negativa. La ecuacion del fermion de la teoria ECE
[3-12] se desarroll6 inicialmente en el documento UFT 4 de esta serie (www.aias.us) y luego en
los documentos UFT 129 y 130. La ecuacion del fermion se dedujo a partir de la geometria de
Cartan de la década de 1920, y forma parte de una teoria de campo unificado covariante
generalizada, la bien conocida teoria ECE. La eigen-funcion de la ecuacion del fermion es una
matriz de 2 x 2 en un espacio de representacion SU(2), y constituye un ejemplo de una tétrada
de Cartan. Por lo tanto, la ecuacion del fermion se expresa desde un principio en el
espaciotiempo general con torsion y curvatura, las dos propiedades fundamentales que
caracterizan cualquier espacio en cualquier dimension, propiedades definidas por las dos
ecuaciones de estructura de Cartan. El formato de onda de la ecuacion del fermion se obtiene a
partir del postulado mas fundamental de la geometria diferencial de Cartan, el postulado de la
tétrada. Este altimo es una expresion del hecho de que el campo vectorial completo es
invariante, una propiedad que es verdadera en cualquier dimension y en cualquier espacio
matematico. La tétrada de la ecuacion de onda del fermion es la matriz que relaciona dos
espinotensores de dos dimensiones de acuerdo con la definicion de Cartan de la tétrada como la
matriz que relaciona dos vectores en dos representaciones diferentes, generalmente etiquetadas



como a y M. Las derivadas covariantes se definen en la representacion de a y de g en términos
de conexiones. Por lo tanto, la ecuacion de onda del fermion aplica en un espacio general de
dos dimensiones, en tanto que el formato de onda de la ecuacion de Dirac solo aplica en el
espaciotiempo de Minkowski , como es bien sabido . Dirac utilizo la métrica de Minkowski del
"espaciotiempo plano" para factorizar el operador de d’Alembert con sus matrices gamma.

En la Seccion 2 se muestra que este célebre procedimiento de Dirac resulta
superfluo. La factorizacion puede lograrse directamente utilizando las matrices de Pauli de 2 x
2 para producir la ecuacion del fermion. Esta ultima ocupa automdaticamente el lugar de la
ecuacion de Dirac por aplicacion de la Navaja de Ockham (Principio de Simplicidad). Logra
todos los mismos desarrollos que la ecuacion de Dirac pero de una manera mas sencilla y mas
poderosa. La ecuacion del fermion se expresa en el espacio matematico general, y es una
ecuacion de relatividad general, siendo parte de una teoria de campo unificado covariante
generalizada [3-12] , la teoria ECE que aplica en cualquier espacio y cualquier dimension y
para cualquier campo fundamental o combinacion de campos. La teoria ECE es mucho mas
sencilla que los intentos obsoletos hasta el momento para producir una teoria de campo
unificado. Se muestra que la ecuacion del fermion produce en todo momento eigen-estados de
energia positiva. El motivo por el cual Dirac crey6é que habia producido "energia negativa" se
basa en su eleccion de una combinacion erronea de matrices gamma. La energia negativa no
existe en la naturaleza. Dirac comprendio esto a fines de la década de 1920 e intentd un
remedio mediante el mar de Dirac. Este concepto fue rechazado rapidamente a principios de la
década de 1930. La ecuacion del fermion no sufre de las limitaciones de la energia negativa, y
por lo tanto se la prefiere sobre la ecuacion de Dirac. El antifermion emerge no a partir de la
energia negativa y el mar de Dirac, sino por una aplicacion directa de una inversion de paridad
y conservacion de simetria CPT. De hecho, Dirac no predijo la existencia del positron, sino que
predijo que el proton seria la antiparticula del electron.

En la Seccion 3, la ecuacion del fermion se utiliza para producir la corriente de
probabilidad y el factor de Landé, (factor g) del electrén. No solo esto, sino que lo logra de una
manera mas sencilla y transparente que mediante la ecuacion de Dirac. Andlogamente, la
ecuacion del fermion produce en forma directa todas las propiedades espectrales conocidas,
tales como la estructura fina (acoplamiento orbital de espin y factor de Thomas de 2) y el
término de Darwin, Resonancia de Espin Electronica (ESR) y Resonancia Magnética Nuclear
(NMR). Esto se logra sin caer en las dificultades completamente innecesarias de la "energia
negativa". Por lo tanto, la ecuacion del fermion ocupa el sitio de la ecuacion de Dirac y puede
desarrollarse ampliamente en quimica cudntica computacional, electrodinamica cuantica,
cuantizacion secundaria, teoria del campo cuantico y teoria de particulas. Siguiendo el
dramatico colapso de la teoria de particulas del siglo XX desarrollada a partir del documento
UFT 158, se ha propuesto una teoria de particulas completamente nueva y basada en los
eigenvalores R de la ecuacion de onda de la teoria ECE.

2. La ecuacion del Fermion.
La ecuacidn del fermidn es:
0O EYo®—cod(pyvol-pyvo?+p,Pad)=mc?oly (1)

en la cual la eigen-funcidn es una tétrada definida por:



Los operadores de mecanica cuantica son:

R 0
E=ih—

5 p=-ihV

de manera que la Ec. (1) es una ecuacion diferencial de primer orden de mecanica cuantica
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relativista, una ecuacion que se ha deducido sin el empleo de las matrices de 4 x 4 de Dirac. Escrita

en forma completa, la Ec. (1) es:
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La Ec.(6) puede expresarse como las siguientes cuatro ecuaciones:
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Estas cuatro ecuaciones a su vez pueden expresarse como las siguientes dos ecuaciones matriciales:

|1t o Dz (Bx + iby) gt 0] [uwf
E —c =mc? (11)
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las cuales pueden escribirse mediante una notacion condensada como:
~ —~ L
(E-co.p) of =mc?P (13)

(E+co.p) ot =mc2dt . (14)

Estas constituyen la ecuacion de Dirac en su representacion quiral [1], Q.E.D.
A partir de las Ecs. (13) y (14):

(E-cO.P)(E+c0.P) @t =m?c*P" (15)

(E+co.P)(E-co.p) R =m?c*d" . (16)

El operador de d” Alembert se define como:

[ ] —on a,l:CiZ:—;vz (17)
y asi se encuentra que:

(C+ (me/my? YR =0 (18)
(C_1+ me/ny? )y yR =0 (19)
(_J+ (me/my? )yt =0 (20)
(CJ+ mern? )y wk =0 Q1)
es decir

(L omermyy [0k w8 =0 (22)
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la cual es la ecuaciéon de onda del fermion, Q.E.D. La Ec. (1) es una factorizacion de la Ec. (22), y

esta ultima constituye un ejemplo de la ecuacion de onda de la teoria ECE [3 -12] de la teoria de
campo unificado covariante generalizada:

(LI +Rr)q=0 (23)

con la eigen-funcion de tétrada:

qp = v Uf 24)
LR

y los eigen-valores:

R= (%)2 . (25)

Notese cuidadosamente que el eigen-operador es el de d’Alember en cualquier espaciotiempo. Este
hecho permite el empleo de las matrices de Pauli en cualquier espaciotiempo. En general, se define
R en términos de conexiones, y la Ec. (22) utiliza un limite de R para el fermion libre considerado
como una particula aislada.

Sélo con propositos comparativos, lo siguiente da detalles de la ecuacion de Dirac en
representacion quiral [1]:

(Y# Py -mec)yp=0 (26)

en donde:
VD= Y° Po+ Y By (27)
y en donde la eigen-funcion es el espinotensor de Dirac:

Yp=| ¥§ : (28)
bt

L
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Las matrices de Dirac o gamma en representacion quiral son diferentes de aquellas utilizadas
originalmente por Dirac, y son matrices de 4 x 4:

0 0 1 0) (0 0 0 -1) (0 0 0 -i) 0 0 -1 0
vo= 100 0 1,y"=l0 0 -1 o|,y*=l0o 0 i o, y3=|0 0 0 1] (29
100 0 01 00 0 i 0 0 100 0
L0 10 0 J 0 0 0 i 00 0 0 -1 0 0



generalmente expresadas en notacion condensada como:

Ye=1(0 11 , y'= (0 -0 . (30)
1 0 o 0

De manera que la Ec. (26) es:
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y da nuevamente las Ecs. (7 ) a (10) . El formato de onda de la ecuacion de Dirac (26) es:
(L + merny* ) g =0 (32)
y da nuevamente origen a las Ecs.(18) a (21).

Claramente, la ecuacion del fermion es la ecuacion mas sencilla y utiliza matrices de 2 x
2 en todo momento. De manera que se prefiere la ecuacion del fermion mediante la aplicacion
de la Navaja de Ockham (Principio de Simplicidad). El espinotensor de Dirac no es una tétrada
y no puede expresarse en el espaciotiempo general. Se han llevado a cabo intentos para escribir
la ecuaciéon de Dirac en el espaciotiempo general utilizando diferentes factorizaciones del
operador de d’Alembert. Estos intentos no encajan en la geometria de Cartan y no pueden
formar parte de una teoria de campo unificado. La Ec. (1) puede generalizarse inmediatamente
al espaciotiempo general al expresarla como:

d® EYo®—ca’ (px Vo' —py Yo’ +p,po’)=hR%c | . (33)

La ecuacion del fermion posee interesantes propiedades matematicas. En especial, utiliza el
sistema especular de las matrices de Pauli definido por:



o’ = , 0= , 0°= , 0°= . (34)

en donde el signo de o2 es el opuesto de aquel de la Ec. (3). Las matrices de Pauli de imagen
especular poseen la propiedad ciclica:

(o1 o2 ) o3 35
— T |= =

2 7 2 2 (35)
(o3 e (36
i | =_;=

2 72 2 )
(62 03] ot (37
L — —_— = 1 —
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Con simetria SU(2) [1 -12]. En el sistema de imagen especular (34) la ecuacion del fermion es:

0" EYol+cadpYol=mc?ol (38)

donde la suma contravariante covariante queda implicita de la siguiente manera:

pio'=p Yo' +p, Yo®+ps o’

=—Ppx[ 0 1]+py( O i =Dz 1 O0]. 39)
1 0 -i 0 0 -1

Noétese que los operadores £ y p actiian sobre la function de onda (s , en donde los componentes de
los dos espinotensores columna de Pauli:

O =Yk , @' =yt . (40)
V5 V5

Aparecen en las filas superior e inferior de la matriz de 2 x 2. Denotamos a y como “el
espinotensor de la teoria ECE”. En el espinotensor de Dirac los dos espinotensores aparecen en
formato de vector columna, uno encima del otro.

El operador de paridad P actua sobre el espinotensor de ECE como sigue:

Py=cty=[yr 3 (41
LA



de manera que en el lado derecho de la ecuacién del fermidn aparece el espinotensor ECE con la
paridad invertida. La Ec. (38) posee un profundo significado y estructura matematicos, que debiera
poder verse sujeto atin considerable desarrollo en matematica pura y aplicada. Por lo tanto, la
ecuacion del anti fermion se obtiene en forma directa a partir de la ecuacion del fermion mediante la
operacion sobre cada término con P de la siguiente manera:

P(EY=E, PG®)=-P, (42)
P Ep’f w';] = [w% wé}
ERS i wg

Notese cuidadosamente que los eigen-estados de energia son siempre positivos, tanto en la ecuacion
del fermion como del antifermion. El anti fermion se obtiene a partir del fermion mediante una
inversion de la helicidad:

p(0.p)=-0.D . (43)

El anti fermion posee una paridad opuesta a la del fermion, la misma masa y la carga eléctrica
opuesta. El fermion estatico no se distingue del anti fermion estatico [1]. De manera que la
simetria CPT se conserva de la siguiente manera del fermion al anti fermion:

CPT->(-C)T(P) (44)

donde C es el operador de conjugacion de carga y T el operador de inversion de movimiento.
Noétese cuidadosamente que no existe energia negativa en este analisis.

3. Algunas propiedades de la ecuacion del Fermion.

La cuatro-corriente de probabilidad j# de una ecuacion de mecanica cuantica relativista
debe de conservarse:

oJ*=0 . (45)

Definimos el conjugado hermitiano del espinotensor de ECE mediante:

=10 Uy (46)
LMY

entonces una corriente de probabilidad conservada puede definirse como:

1
j”:=ETI‘(l|JO"uL|J++l|J+O"ul]J) ) (47)
La probabilidad se define mediante:

jO=j* (u=0) (48)

un resultado que es siempre positivo tal como lo requiere la interpretacion Born de la mecénica
cuantica [2]. Se observa que j° es independiente del tiempo y se conserva:



90j°=0 . (49)

Si se supone que:

b=v e, Y=yt () (50)
donde @ es un factor de fase dependiente del tiempo y de las coordenadas, entonces:
9" =0 5D

y la cuatro-corriente se conserva, Q. E. D. Por lo tanto, la ecuacién del fermién produce las
caracteristicas correctas de la corriente de probabilidad, en tanto que la ecuacion de Klein Gordon
para una particula si espin falla, como es bien sabido [1]. S6lo para propositos de comparacion, la
corriente de probabilidad de la representacion quiral de la ecuacion de Dirac se define [1] como:

J#=Up Y* Yp (52)

donde el espinotensor adjunto es

Up=03v° . (53)

La conservacion de j# se obtiene utilizando la ecuacion de Dirac:

(i Y* 0y—mc/h) Yp = 0 (54)
<«

y la ecuacion adjunta en donde el operador d,, actua hacia la izquierda:
Tp (iv* 3, +me/h)=0 (55)
de manera que la probabilidad es:

1= o ¥ o = Wwo = WEuEwkuh] (U

(56)
v3
by

L

Y3)
= YRUT + P + R+ iy

que es el mismo resultado que la Ec. (48), Q.E.D. La Ec.(48) se obtiene de una manera mas sencilla

y ponderosa, tal como se explico en la Seccion 2. La traza también posee un significado profundo
en teoria de grupos [2].

La ecuacion del fermion también produce de la siguiente manera el factor de Landé (o
factor de electron g ) observado en el andomalo efecto Zeeman. Consideremos la ecuacion del
fermioén en el formato (13) y (14), y utilizamos la bien conocida prescripcion minima para describir

el efecto de un campo electromagnético sobre el fermion. El potencial escalar es @ vy el potencial
vectorial es 4. Entonces:

(BE-—e@)+co.(P-eA) P =mc? D" (57)
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(BE-e®)-co.(P-ed) P =mc2 "
de manera que:

(BE—e®yY-E(0.7)(0.7) P'=m2ct P

donde:

T:.=p-ecA

Por lo tanto:

(BE-e®@ Y- m*c)P" =2 (6.7) (0.7) D" .
Utilizamos ahora:

(0.7) (6. B) P =(P-ecAV—ieo.PxA+Axp) D"
donde p es el operador:

p=-ihV .

Por lo tanto:
V X (AD") + A x vO©
= (VxA) D'+ (VO x4+ Ax (VDT)
=(V x4) P"=B "
donde la densidad de flujo magnético viene definida por:

B=VXA.

De manera que:

—_ R 1 A 2 4 R
= — 2_
Ao ZmCZ((E eDy—mcd
donde:
A=—— (p-cd)—eh B
— (P-eAy-cho.B)

Por simplicidad e ilustracion consideremos el caso:

®=0

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)

(68)

donde el fermion es un campo magnético estatico, como en ESR y NMR. Entonces se obtiene la

siguiente estructura de Schroedinger:
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2
ot =L of (69)
2m

donde, a partir de la ecuacion de energia de Einstein:

p2=E27mzc4. (70)
En el limite no relativista:

v<<c , y—»1 (71)
la energia cinética no relativista 7 se obtiene:

Aot =1~ (72)
El término de interaccion entre el fermion y el campo magnético es:

_ eho. B ;
Hyy=—T"" 7

t 2m (73)
en donde el factor g de 2 del electron se ha incorporado correctamente de acuerdo con los datos
experimentales a partir del andmalo efecto Zeeman. Este tltimo nos muestra el momento magnético
es:

eho e
m= =—3S (74)
2m m

donde la mitad del momento angular de espin del electron es:

S ho 75
=— - (75)

El momento magnético a partir del momento angular orbital L es [1, 2]:

e
=—1L 76
m=C__ (76)

y existe una diferencia de un factor de 2 entre las Ecs. (74) y (76). Esta diferencia aparece en el
anomalo efecto Zeeman. Por lo tanto el resultado experimental es:

e eho
m=2 S = (77)
2m 2m

y se describe mediante la Ec. (73) de la ecuacion del fermion, Q.E.D.. El factor de 2 en el
numerador de la Ec. (77) es el factor de Landé, o factor g = 2 del electron. El factor 1/2 en la Ec.
(75) es la mitad del espin integral del electron. A menudo se afirma que Dirac fue el primero en
producir el factor de Landé, pero también se produce a partir de la ecuacion de Schroedinger con
bases de Pauli establecidas tal como se muestra en las notas 172(7) que acompaian este documento
en el portal www.aias.us . Las notas que acompafian este documento UFT 172 contienen todos los
detalles de todos los célculos. Notese cuidadosamente que el factor de Landé es precisamente igual
a 2 so6lo en el limite no relativista, y como es bien sabido también se ve afectado por correcciones
radiativas [1 -12]. La ecuacion del fermidén puede utilizarse para describir las correcciones
radiativas.
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La Ec. (61) puede utilizarse para producir una elegante deduccion, a partir de la ecuacion
del fermidn, del factor 2 de Thomas del acoplamiento orbital de espin, y del término de Darwin
concomitante. Esta deduccion es mucho mas sencilla que aquella a partir de la ecuacion de Dirac, y
nuevamente no sufre de "energia negativa" que no existe en la naturaleza. Consideremos
nuevamente la Ec. (61) en el caso:

A=0 , ®=+0

entonces:

1
o (0.9) (0.5) P'=

donde utilizamos:

2mc?

2 4 2 2
E2—m"c" =p~c .

De manera que:

?2

1
PF=
2m 2m

ahora utilizamos:

E =y mc?

y consideramos el limite no relativista (71) en donde:

E —> mc? .

Entonces:
=2
p
2m

Sin embargo:

_(pR_>(

=2
1

4 (pR _

2m 2m

de manera que
e® —» 2mc?
0

ep
2mc?

Por lo tanto la Ec. (84) siempre puede expresarse como:

e dE

(’p*—2e DE+ & (PZ) ol

(0.5) (0.9)+—

1

o (6.P) (0.p)+eb — ——

((6.p) (0.9)) ®"

~ 2mc? )

(78)

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

(87)
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/p\Z

2m

ed
2mc?

1
P —> —(6.p) 5 5 (ap) P . (88)

Utilizando el hecho de que 7 es el operador diferencial definido por la Ec. (4) nos da:

A~ A~ h A~ A~
(G.p)@(a.p)=i—a.((v¢)a.p +oV(6.p)) . (89)
La fuerza de campo eléctrico viene definida por:

E=-V® . (90)
Utilizando las matrices del algebra de Pauli:

(6.E)(o.p)=E.p +icExp 91)
de manera que:

(6.p)P(0.p)=-ho.Exp +ihE.p+D p2 . (92)

El término orbital de espin es:

—— 6.Exp . (93)

El factor de Thomas es el factor extra 2 en el denominador de la Ec. (93 ), Q.E.D. Si se emplea el
potencial de tipo Coulémbico:

c 94
o 4TtTreE ©4)
entonces:
e r o5
- 4meg 13 ©3)
y el término orbital de espin se halla en su formato habitual:
a e S. L 96
7 amr3ey 2m2c? (6)
Finalmente el término de Darwin se encuentra mediante el empleo del resultado:
(6.p)DP(6.p)=-126.VPos.V D" (97)
y viene dado por:
2 R
A oo =~V PV 7. (98)
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El término de Darwin se observa en espectros de estructura fina. De manera que la ecuacion del
fermién se ha visto sometida a una evaluacion rigurosa y puede desarrollarse extensivamente en
teoria de campo cuantico.
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