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Resumen.

La ecuacion de fuerza de la mecanica cuéntica se deduce utilizando el hecho de que
las variables canonicas ¢ y p de las ecuaciones clasicas de Hamilton son independientes. Esto
permite el célculo directo de fuerzas por primera vez en la mecanica cuéntica, utilizando las
funciones de onda de Schroedinger. Se presentan algunos ejemplos de eigenvalores de fuerza
para soluciones exactas de la ecuacion de Schroedinger, la cual es una ecuaciéon de energia pura
deducida a partir del hamiltoniano clésico. Este nuevo método de céalculo de fuerzas tiene
esencialmente una utilidad ilimitada a través de toda la ciencia cudntica.
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1. Introduccion.

Durante el desarrollo de la teoria del campo unificado ECE a lo largo de 177
documentos a la fecha [1-10] se ha deducido a partir de la geometria de Cartan la ecuacion de
Schroedinger de la mecanica cuantica, dentro del contexto de una teoria del campo unificado. La
estructura l6gica suministrada por la teoria ECE ha permitido la reduccion de las ecuaciones
cuanticas de Hamilton en el documento UFT 176 (www.aias.us).

En la Seccion 2 se deduce una nueva ecuacion de fuerza para la mecanica cuantica utilizando el
hecho de que las variables canodnicas ¢ y p de las ecuaciones de movimiento de Hamilton son
independientes. Este hecho permite la deduccion de la ecuacion de fuerza a partir de la ecuacion
de Schroedinger, de manera que las funciones de onda de Schroedinger pueden utilizarse
directamente para el calculo de los eigenvalores de fuerza de la mecanica cuantica. La ecuacion
de fuerza de la mecénica cudntica posee una utilidad ilimitada a lo largo y ancho de toda la
ciencia cuantica, siendo de una importancia tan fundamental como las ecuaciones de fuerza de la
mecanica clasica.

En la Seccién 3, se utiliza algebra computacional para verificar los célculos
manuales realizados en la Seccion 2 y para generar tablas de eigenvalores de fuerza para
soluciones exactas bien conocidas [11, 12] de la ecuacidon de Schroedinger. La existencia de una
fuerza puramente cuéantica se publica por primera vez en problemas tales como la particula en una
esfera. La ecuacion de fuerza puede aplicarse en quimica cuantica computacional para investigar

fuerzas intra e inter moleculares, asi como fuerzas de torsion de utilidad en simulacion dinamica
molecular.

2. La ecuacion de fuerza y algunos eigenvalores de fuerza.

Consideremos el hamiltoniano clasico:
H=T+V (1
donde T es la energia cinética y V es la energia potencial. Puede expresarse como:
H=E )

donde FE denota la energia total. Las variables canonicas de Hamilton son ¢ y p, y son
variables independientes:

— =0 . 3)

Si elegimos, por simple argumento, a ¢ como a x en una dimension, entonces:
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La energia cinética es:
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de manera que se deduce a partir de la independencia de entre x y p que:

ar

il (6)
Por lo tanto:
2.2 )
dx dx
Consideremos el axioma de Schroedinger:
a
py=-ih d—i’ @®)

en donde p es un operador actuando sobre la funcion yr , conocida como la funciéon de onda
de la mecanica cuantica. Aqui, h es la constante reducida de Planck. Se deduce que la energia
cinética en la mecénica cuantica deviene un operador:
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y el hamiltoniano deviene la ecuacioén de Schroedinger:

Hy=(T+NyY=Ey . (10)
Abhora diferenciamos ambos lados de la Ec. (10):

d Ay)= d E 11
— @Y =—(EV) . an

Resulta entonces que:

iﬁ —E@ 12
dx( ) = Tx (12)

porque los eigenvalores de la energia £ son independientes de x. Por lo tanto:

H
(—) )V +H—=E— . (13)

A partir de la independencia de x y p en las ecuaciones de Hamilton, resulta que:
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a partir de la Ec.(7). La fuerza se define como:

av
Cdx

(15)

Por lo tanto la ecuacion de fuerza de la mecénica cuantica se deduce a partir de las
ecuaciones de Hamilton:

R d
(A -E d—lJI:ZFLIJ . (16)

Esto constituye un nuevo resultado de un nivel ilimitado de utilidad a lo largo de toda la
ciencia cuantica.

En la Ec.(16) el operador de Hamilton:

— h2 92
H=—mﬁ+lf 17

actua sobre la derivada de la funcion de onda de Schroedinger, o en general sobre la derivada
de una funcion de onda de la mecanica cudntica obtenida de cualquier manera, por ejemplo
en quimica cuantica computacional. La ecuacion cuantica de Hamilton deducida en el
documento UFT 176 es:

d . —
h—<H>=< H | >
zhdx H [H,p] (18)
donde:
<[H.p >—'th 19
[ 729] =1 dx ( )

d _ dH av dp
—<H>=—=—=_F= R

- 2
dx dx dx dt (20)

El resultado fundamental de la independencia de x y p en la ecuacién de Hamilton significa
que:

—(z=)=0 1)

de manera que resulta:
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En la Ec.(18):
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Por lo tanto, en general:
<dﬁ>—f *Adﬁ 4 24
VTR bdt (24)
y a partir de la Ec.(13) resulta que:
dld d<H>
<—>= (25)
dx dx

tal como se utilizo en el documento UFT 176. Este resultado significa que:
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dx
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La Ec. (16) puede utilizarse para hallar eigenvalores de fuerza para soluciones
exactas de la ecuacion de Schroedinger. Hasta donde hemos podido investigar mediante una
bliisqueda en la literatura, este procedimiento nunca se ha llevado a cabo a la fecha en
mecanica cuantica, y proporciona informacion fundamental de una utilidad ilimitada. El resto
de esta seccion proporciona ejemplos sencillos, al alcance de un célculo manual, en tanto que
en la Seccion 3 se presentan tablas de eigenvalores de fuerza a partir de algebra
computacional.

La funcion de onda de orden cero del oscilador armoénico [11, 12] es:

V4 exp (— % x?) (27)

_ mw
Vo= (7

donde x es el desplazamiento, m es masa y w es la frecuencia angular de oscilacion. Por lo
tanto:

ﬁdwo hz 9% 1 Ay,
dx

(28)

Los niveles de energia para el oscilador armonico son [11, 12]:



1
E=(n+z)hw (29)
y el nivel de energia de orden cero viene dado por:

1
Ey=>hw . (30)

De manera que el eigenvalor de fuerza de orden cero es:

Fo=—mw?x . (31)
Sucede que este resultado es el mismo que se obtiene en el caso clasico. Demuestra que la
bien conocida energia de orden cero, o energia “del vacio” (22) se ve acompafiada por una
hasta ahora desconocida fuerza de orden cero (23). Es probable que esta fuerza se relacione

con la fuerza de Casimir, una bien conocida correccion radiativa.

La funcién de onda de primer orden del oscilador armoénico es [11, 12]:

X2
¢1=Axexp(—a7) (32)
donde:
A=(4—“)% a” @ =2 (33)
yia ’ h

y el nivel de energia de primer orden es:

3

=—hw ,n=1, (34)

2
de manera que, a partir de la Ec. (16), el eigenvalor de fuerza de primer orden es:
F, =—kx (35)
donde es bien conocido que la constante de la ley de Hooke es:
k=mw? . (36)
A través de algebra computacional se encuentra que todos los eigenvalores de fuerza para el
oscilador armonico son iguales a los eigenvalores de orden cero y de primer orden. Existe una
fuerza de orden cero que no existe en la fisica clasica, y ésta es la primera ocasion en que se
reporta su existencia. Evidentemente, estos eigenvalores de fuerza estan todos cuantizados; en el

caso del oscilador armonico sucede que son iguales al resultado clasico para todas las funciones
de onda.



El método puede extenderse al orbital 1s del atomo de hidrégeno, cuya funcion de
onda adopta el formato:

Yo =e ™ (37)
donde A4 es una constante. En este caso, el operador hamiltoniano es:

2 62
j=———+
H > 92 V(r) (38)

donde el potencial es una atraccion couldémbica entre el proton y el electron del atomo de
hidroégeno, junto con una fuerza centrifuga de repulsion, y donde / es el numero cuantico del
momento angular:

2 1(1+1) h?
e +( )

Vir)=—
®) ATTE T 2mr?2

(39)

donde € es la permitividad expresada en unidades del S.I. y donde e es la carga del proton
[11, 12]. Los niveles de energia del atomo de hidroégeno [11, 12] son:

h2
E e “

donde 7 es el numero cuantico principal y donde a es el radio de Bohr. Para el orbital 1s:
n=1 (41)

de manera que:

h2
Eijp=— 42
10 zmaz ( )
De manera que la Ec. (16) da el resultado:
Fio=0. (43)

El eigenvalor de fuerza en el orbital 1s es igual a cero. Esto constituye una explicacion de la
estabilidad de la orbital 1s. No hay otra forma de explicar esta estabilidad en la mecanica
cuantica convencional [11, 12] porque el orbital 1s no posee momento angular y el punto mas
probable [11] donde se encuentre el electron del orbital 1s es el ntcleo. La explicacion
correcta de la estabilidad del orbital 1s es que la fuerza coulombica clasica de atraccion se ve
equilibrada exactamente por una fuerza cuantica desconocida hasta el momento, de manera
que la fuerza neta resultante es igual a cero.

La parte radial del orbital 2p, del atomo de hidrogeno es [11, 12]:

Yy =Are " (44)



y el nivel de energia es:

h2
E, =— 45
21 8ma? ( )
de manera que la Ec.(16) da:
Fpy=Fy = hi(r -2a) 46
21~ 217 camr3 (46)

En este caso hay una fuerza neta sobre el electron 2p, debido a la parte radial de su funcion de
onda completa. Esta ultima es un producto de la funcion radial (36) y un armoénico esférico, como
es bien conocido. Los eigenvalores la fuerza para el 4&tomo de hidrogeno se discuten en detalle en
la Seccion 3.

Para una rotacioén en un plano con un valor constante de » (la particula en un anillo
[11]), la Ec.(16) deviene:

~ d d
(H—E)(d—t+d_1j)=FllJ (47)

y el operador hamiltoniano es:

— h? 0% 0%
H=——(—1+=—). 4
2m - 9x%  0y? ) (48)

En coordenadas cilindricas:

a a seny d

af = cos@ af - ¢ 4/ 49)
dx dr r de

d d cosy d

4 _ sene 4 + 252 a7 (50)
dy dr r do

y si » es constante:

0?2 02 1 92
0x%2  0y? 12 d¢?

Utilizando los resultados:

df df 1 df

=+ === — — 2
ax | dy r(cosgo sencp)d(p (52)
y:
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se encuentra que:

h? o3y
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. dy dy _
H(dx+dy)_

ay dy -E ay
E( T + dy)_ " (coso sen(p)d(p
La funcion de onda en general es:
Y=Adexp(im;@)+Bexp(—im; @)

con niveles de energia:

2., .2
hm]

b

2mr?
de manera que se encuentra que:

F=0

(53)

(54)

(55)

(56)

(37)

para todos los niimeros cuanticos m; . En este caso todos los eigenvalores de fuerza son

iguales a cero.

Finalmente, para una rotacion tridimensional (la particula en una esfera), la ecuacion

cuantica de fuerza deviene:

(H—E)VY=F
donde, en coordenadas esféricas polares:

ay  1dy 1 dy
=—e, +t———eg+t————ep .
dr T rde ¢ rsing de P

No hay potencial clasico V, de manera que el operador hamiltoniano es:

10 1 a

2
a)+ 1 oy

(sené 20 r2 sen26 0?2

2
. d
- - — — 22V ——4—M —
2m [r2 or (r 57‘) r2 senf 906

Los niveles de energia son:

(58)

(59)

(60)



hZ
2mr?

E= 1(1+1) (61)

donde / es el nimero cuéntico del momento angular [11, 12] y mr? es el momento de inercia.
Hay dos numeros cudnticos, / y m, y las funciones de onda son los armoénicos esféricos [11,
12]:

U=Yp . (62)
En el caso mas sencillo:
1
=— 63
lI"OO 2 7'[1/2 ( )

de manera que:

FOO =0 . (64)

En este caso no hay eigenvalor de fuerza. En segundo lugar, consideremos como ejemplo:
1.3

Yio = 2 (;)VZ cos O . (65)

Por lo tanto:

1 dyqg A
V l.l]lo - r d@ eg - r Sengeg (66)
y:
~ h?  cos® 0%y . 33Yqg
=— +
H(V ¥0) 2mr3 ( senf 002 003 ) €6 ©7)
Ah?% cos?0
= +
py— (senQ send ) ep (68)
con:
h2
EV Yy =— 3 senf eg . (69)
De manera que:
- Ah? cos?0
-_ == = —_-— +
(H—=E)V Yo = F o =7—= (———F 3 senf ) gg
=Acos B eg (70)
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y hay un eigenvalor de fuerza distinto de cero:

h? cos®

(

Fio +3send ) . (71)

2mr3 ‘senf

Este es un eigenvalor de fuerza puramente cuantico, desconocido hasta la fecha para la
particula en una esfera. No hay potencial ni fuerza clasica.

3. Evaluacion de eigenvalores de fuerza por algebra computacional.

En la seccion anterior se han evaluado algunos ejemplos de eigenvalores de fuerza. A
continuacion incluimos una vision mas complete obtenida mediante algebra computacional,
de manera de evitar calculos manuales, los cuales resultan mas complicados y proclives a la
aparicion de errores.

3.1 Oscilador armonico.

Los eigenvalores de energia del oscilador armoénico de mecanica cuantica vienen dados por la
Ec. (29).

El hamiltoniano es
H=———+-mw?x? (72)

Los primeros cuatro eigenvalores, como vienen dados en [11] se han evaluado mediante la
aplicacion de la Ec. (16). El resultado es el mismo que para el eigenvalor de orden cero en
todos los casos, véase la Tabla 1. Obviamente, este resultado es independiente del numero
cuantico n.

n E F
1 _ 2
0 2 he mmw-x
2
3 _ 2
1 Eh‘” mwex
2 5 — 2
Eh‘” mmw-x
7 —_ 2
3 Eh‘” mmw-x

Tabla 1. Eigenvalores de energia y fuerza para el oscilador armoénico.
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3.2 Particula en un anillo.

Para una particular que se mueve en un anillo (es decir un circulo con un radio fijo) el
hamiltoniano en coordenadas esféricas segun las Ecs. (48, 51) es

Rz 92

f=——t
2mr2 d@?

(73)

Para un eigenvalor del tipo (56) con niveles de energia (57) que dependen del nimero
cuantico angular m;. Tal como se afirmé en la seccion 2, desaparecen todos los eigenvalores
de fuerza. En este caso la fuerza es de hecho un brazo de palanca (torque) que es en general
igual a cero (Tabla 2). Un brazo de palanca distinto de cero requiere de un movimiento
tridimensional.

Numero E
cuantico _
m j hZ 2 0
z My
2mr

Tabla 2. Eigenvalores de energia y fuerza para una particula en un anillo.

3.3 Armonicos esféricos.
El operador de Hamilton para armoénicos esféricos en coordenadas polares esféricas (0, ¢) es

. h2 1 0 d 1 GE
H=——— ——(sene — )t

——). 4
2mr? “sen 0 00 00 (sen 0)2Z g2 ) 74

Dado que éste es un problema bidimensional, debemos de considerar separadamente los
componentes 0 y ¢. Con los eigenvalores de energia de la Ec. (61) y los eigenvalores dados
en [11] los resultados de la componente ¢ de fuerza (mas precisamente: brazo de palanca)
vienen dados en la Tabla 3. Los numeros cudnticos de momento angular son / y m. Para
estados con / = 0 no hay brazo de palanca, indicando una vez mas la estabilidad de la funcion
Is del hidrogeno. Las componentes ¢ de fuerza dependen del angulo 0. En las Figs. 1-5 se
han representado para algunos ntimeros cuanticos, junto con las funciones de onda
correspondientes. Hay polos en la fuerza, pero solo para valores angulares en los que las
funciones de onda son iguales a cero. Esto inhibe la divergencia para los valores esperados de
fuerza.

12



m

0 0 0 0

1 0 h? 0
mr2

1 1 h? ik?(2(cos0)?—1)
mr2 2mr3(sen )3

2 0 3ha? 0
mr2

2 1 3h?> ih?*(4(cos0)?-3)
mr2 2mr3(sen0)3

2 2 3h* ih?*(4(cos0)?-3)
mr?2 mr3(sen 0)3

Tabla 3. Eigenvalores de energia y fuerza para el oscilador arménico, componente ¢.

Las componentes 0 de fuerza son distintas de cero con excepcion del estado con / = m = 0,
véase la Tabla 4. Las representaciones en las Figs. 6-10 muestran las mismas caracteristicas

que par alas componentes ¢, sin embargo la fuerza cambia de signo para 6 = g en todos los

casos. Esto pareciera ser una propiedad geométrica basica. Dado que las funciones de onda
poseen valores complejos, se han representado graficamente sus valores absolutos.

0 0 0 0
1 0 h2 h?

mr2 2mr3 cosOsend
1 1 h? h? cos 0

mr? 2mr3(sen )3
2 0 3h? 3h%cos 0

mr? 3mr3(sen0)3 — 2mr3sen 0
2 1 3h? h?

mr? 2mr3 cos 0 (sen 0)3
2 2 3R? 3h%cos O

mr2 mr3(sen 0)3

Tabla 4. Eigenvalores de energia y fuerza para el oscilador armoénico, componente 0.
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3.3 Funciones radiales del hidrégeno.

Los eigenvalores de fuerza mas interesantes ciertamente son aquellos del atomo de
hidrégeno. El hamiltoniano viene dado por la Ec. (38) con el potencial (39) el cual consiste
de la parte coulémbica y el asi llamado potencial de momento angular repulsivo. Los
eigenvalores de energia solo dependen del ntimero cudntico principal » tal como viene dado
en la Ec. (40). Las funciones de onda radiales se extrajeron nuevamente de [11]. Los
eigenvalores resultantes de fuerza se incluyen en la lista de la Fig. 5 para los primeros
orbitales s, p y d. Todos los eigenvalores son distintos y no hay fuerza para el estado 1s,
como ya se ha notado en la seccion 2 de este documento.

0 h? 0
2ma?
2 0 h? h?
~ 8maz? mar?
2 1 h? r k% — 2a h?
8ma? 2mar3
30 h? 1012 A2 — 114 ar h? + 243 a2 h?
18ma? 6mar*—54ma?r3+ 81 mad3r?
31 h? 412 h2 —36ar h? + 54 a? h?
18ma? S3mar*— 18 ma?r3
3 2 h? 2rh%? —12ah?
18ma? 3mar3

Tabla 5. Eigenvalores de energia y fuerza para funciones de onda radiales del &tomo de
hidroégeno.

Las funciones de onda de fuerza y radiales se representan graficamente en las Figs. 11-16.
Hay algunos polos en la fuerza en donde la funcion de onda cruza el valor de cero, similar al
caso de los armonicos esféricos. El estado 2s es atractivo cerca del nucleo, mientras que el
estado 3s no lo es. En algunos casos hay cruzamientos del valor cero de la fuerza donde la
funcion de onda posee un valor minimo o maximo. Esto podria significar que la carga de
desplaza a lugares con densidad de alta probabilidad. Para moléculas, esto podria relacionarse
con el hecho que el mismo tipo de orbitales pueden ser de uniéon o anti-union, segun cual
fuere la simetria. Los eigenvalores de fuerza tienen el potencial para dar nuevos
descubrimientos en el campo de las uniones quimicas y mecanismos de estabilidad.

Finalmente — atin cuando F es un eigenvalor y no un operador — podria tener sentido
computar el valor esperado de F con las funciones de onda:

(Fy= [ ¢"F ¢ ridr. (75)

Esto da los resultados listados en la Tabla 6 (en unidades atomicas). Dado que la integracion
14



radial se pondera mediante el factor r2, el comportamiento de F cerca de = 0 no desempefia
un papel de importancia. Los resultados se incluyen en la Tabla 6 y presentan el sorprendente
resultado de que solo los estados 2s y 3s producen una fuerza neta. Esto no significa que no
haya otras fuerzas presentes, las cuales serian brazos de palanca del comportamiento angular.

[1 0 0
20 1
2 1 0
30 2

9
301 0
3 2 0

Tabla 6. Valores esperados de fuerza para el atomo de hidrogeno.
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0 5 10 15 20 25

rlau]
Fig. 1. Componentes ¢ de la funciéon de onda y fuerza para armonicos esféricos, /=1,
m=0.

15



=1,m=1)

psi, F for Y(l

0 05 1 1.5 2

theta
Fig. 2. Componentes ¢ de funcion de onda y fuerza para armoénicos esféricos, / =1, m=1.

20

psi
F

2,m=0)

psi, F for Y(I

0 05 1 1.5 2 25 3
theta
Fig. 3. Componentes ¢ de funcion de onda y fuerza para armoénicos esféricos, / =2, m=0.
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=2,m=1)

psi, F for Y(I

0 05 1 15 2 25 3
theta

Fig. 4. Componentes ¢ de funcién de onda y fuerza apara armonicos esféricos, / =2,
m=1.

2,m=2)

psi, F for Y(I

0 05 1 1.5 2 2.5 3
theta
Fig. 5. Componentes ¢ de funcion de onda y fuerza para armoénicos esféricos, / =2, m=2.
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1,m=0)

psi, F for Y(I

A0 F

0 05 1 1.5

theta
Fig. 6. Componentes 0 de funcién de onda y fuerza para arménicos esféricos, / =1, m=0.

=1,m=1)

psi, F for Y(l

_20 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3

theta
Fig. 7. Componentes 0 de funcion de onda y fuerza para arménicos esféricos, / =1, m=1.
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2,m=0)

psi, F for Y(l

0 0.5 1 1.5 2 25 3

theta
Fig. 8. Componentes 0 de funcién de onda y fuerza para arménicos esféricos, / =2, m=0.

=2,m=1)

psi, F for Y(l

A0 -

15 L

_20 1 1 1
0 05 1 1.5 2 25 3

theta
Fig. 9. Componentes 0 de funcion de onda y fuerza para arménicos esféricos, / =2, m=1.
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2m=2)

psi, F for Y(l

_20 1 1 1 1
0 05 1 1.5 2 25 3
theta

Fig. 10. Componentes 0 de funcion de onda y fuerza para armonicos esféricos, / =2,
m=2.
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Fig. 11. Funcién de onda radial y fuerza para H 1s.
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Fig. 12. Funcién de onda radial y fuerza para H 2s.
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Fig. 13. Funcion de onda radial y fuerza para H 2p.

20

25

21



05 r

psi, F forH 3s
o

r{aul]

Fig. 14. Funcion de onda radial y fuerza para H 3s.
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25

psi, F forH 3p
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Fig. 15. Funcién de onda radial y fuerza para H 3p.
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psi, F for H 3d

_2 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25
rlau]
Fig. 16. Funcién de onda radial y fuerza para H 3d.
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