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Resumen

Se han modificado las ecuaciones del modelo de campgmdein CartanEvans,para un marco

de referencia ddlinkowski, a fin deincluir términos no lineales en las ecuaciones de campo,

deducidas a partir de la primera identidadBianchi de la geometa de Cartan.Se demuestra que

en este casdas definiciones e intensidad de campo no lineal provistas por la identidad de Cartan
para la torgin, la primera ecuaodh estructural, también se comportan en unaformano lineal. Se

proporciona el conjunto completo de ecuaciones para lia gdeatromagnéticano lineal ECE.

1. Introduccion.

Los fisicos (e ingenieros) a menudo toman sistemas de coordenadas, desplazan los @yenes, cambian las
escalas de longitud, y utilizan toda clase de transformaciones de modifcguara distorsionar |0s campos
mateméticos en algo que les convenga para la ocasion. Estas funciones u operaciones de cambio se denominan
transformaciones gauge, y los campos que resultan invariantes frente a estas operaciones se denominan
invariantes gauge [1]. El electromagnetismo &ico tiene muchos g emplos de esto. La teofa de campo ECE

se ided para que no fuese invariante gauge, debido a un vinculo inherente a un origen absoluto, o punto cero,
para latétrada usada para definir los campos. Estainformacion se obtuvo a partir de la ecuacion de onda ECE

[2]. Se mostra que éste no es el caso para las ecuaciones de campo, que de hecho la primera ecuacion
estructural de Cartan,la base para relacionar funciones de intensidad de campo, talep@oegjemplo la
fuerza de campo édtrico y magnético, a potenciales de campo, se adapta a los cambios gauge. Luego se
deduce una forma no lineal de las ecuaciones de campo al redefinir las densidades de carga y corriente |
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2. Transformacién gauge

Veamos primero el llamado punto ceropara un camp@atttanEl tensor deorsionT 7, dela

geometia de Cartan viene dada por la primera ecuacion estructural de Cartan [2]
Ta;w = uqav - avqau + waubqbv - waqubu (1)

con conexiones de eispw),;,. La tétradade Cartan g; magea un espacio-tiemprazfereniroldopor

el indice "1" aotro referenciado por éhdice "a" . A menudo un espacio-tiempo se toma como
plano (tipicamente el de Minkowski), y el otro es un espacio-tiempo geneilsegundo
espacio-tiempo puede no tener una base ortonpatlNotese que la teoria el ectromagnética
ECE existente se desarroll6 empleando un sistema de coordenadas ciclico [2]. Supondremos que
el espacio-tiempo del observador es un espacio-tiempo de Minko@skdaptable ala
computacién, dado por los indices i, v.

Hay un estado no trivial para Etrieda de Cartan que existe cuando latorsion esigua a cero (que
llamaremos e estado base). Se define mediante la misma conexion de espin @ Y condiciones de
contorno que el estado con tdrgipero se encuentra libre de fuentes, sumideros, y otras

influencias materiales.

Este estado, indexado por el suprafgad) viene dado por lo siguiente

a(gnd) _ 4

9,4 Lg% 4 e

b d b d
ubqv(gn)_ a q (gnd) =0 (2)

Wyp u

La Ec.(1) puede re-expresarse restando la(2ry definiendo una nuevéttada, unamedidaa

partir de una referencia distinta de cero;

d
Q% = q% — q5 " (3)

para obtener

Ta;w = auQav - anau + waubev - wavbeu- (4)

Si uno permite que el potencial vectorial en un espacio de 4 dimensiofpesEwaional 2%
[2], resulta aparente que el estado ddorseha eliminado de consideracion mediante un simple
desplazamiento del punto cero. Resultainteresante notar que virtual mente todas las mediciones de
campo, especiamente evidentes en el ectromagnetismo, se efectlan a partir del estado "base”, que
setomacomo igua acero. Se ha demostrado [3] que el estado déovderio por el



electromagnetismECE no es un estado cero sencillo, sino que es rico en funciones de onda

longitudinales en potencial.
Una segunda transformanigauge, que se muestra en lo que sigue, permite eliminar la no

linealidad de las ecuaciongl§ o (4). El teorema fundamental de fornid$, que conduce al
desarrollo de geoméds denominadas cohomologias Rahm de las cuales el espacio-tiempo de
Minkowski es un ejemplo, establece que si la derivada exterior de una forma es igual a cero,
entonces la forma es exacta. Este es el LemnRooheaé. En la notadn de lageometria

diferencial, la derivada exterior de unaforma 4 es eerrada cuando
dA=0 (5)

Por el Lemma d®oincaé, la forma es entonces exacta, dada por

d(dA) =0 (6)
6
B =dA (7)

donde B esuna cantidad de campo derivaBato en esenci@liminalos &rminos nolinedes de
la Ec.(1).

En geomefa cartesiana, esto resulta equivalente a

Si V-A4=0 entonces B=VxA (8)
y
si VXxA=0 entonces A=V¢ 9

dondeA y B son vectores ¥ esunescalar.

Pam aquellos lectores sin experiencia con la gedaneitierencial de Cartan, veamos la formuladin
vectorial de la primera ecuacion estructural de Cartan como se desarrdlpara las ecuaciones
electromagnéticas de lateoria ECE. El tensor de torén, expreado en formato vectorial
tridimensional deviengs]

E¢ = —7¢p% — 2= — 03,4 + w%e? (10)



B* =V X A% — 0% x A°. (11)

El supefijo “a@” esla polarizaadn del campo electromaggtico, cuando el modelo establecido de
la fisica describe esto como un Unico valor, y por ello no se muestra. A% y ¢ son los potenciales
vectorial y escalar para cagalarizaion. E*y B* son las intensidades de campé&ico y de
induccién y o, Y @% son las conexiones de @spscalar y vectorial, respectivamente. Las leyes
de Faradayy de Gaussse deducen de la identidadBianchi que esien formavectorial:

oB%

a
VXE®*+ "

=0, (12)
V-B*=0. (13)
A primera vistael aspectale |os potertiales con &rminos absolubs en(10)y (11),a diferencia
de las derivadas espaciales y temporales como en la foramuieci cional, sugeriria que estas

definiciones no pueden someterse aregauging. Sin embargo, la aplicami de la Ley de Gauss

dada por laEc. (13) a la definicon de laintensidad de campo de la Ec. (11) muestra que

V- (0w xAP) =0 (14)
y utilizando resultados conocidos délaulo vectorial, la Ec.(8), tenemos

w% X A =V x F@ (15)

con un nuevo campB®. Sustituyendo esto, y la E€10) a la Ley deFaradayde la Ec.(12)da

Ux (-7 - L5 — 034" + 0% ) +

3(YxA%-VUxF%)
— — 0
ot

at

gue se simplifica a



OF®
V X (—wgbAb + wﬁqbb — ?) =0. (16)

Usando una vez &s conceptos conocidos de calculo vectorial dados por laEc. (9), expresamos
—w§ A" + wip? — 2 = 7y (17)

introduciendo un nuevo potencial escapér Si cambiamos variables y escribimos

50 = g _ (18)
y
A% = A — F* (19)

de inmediato uno tiene para las Et8)y (11),representaciones rdificadas de las intensidades de campo

B = -poe -2 (20)

B* =V X A*. (21)

Estas tienen la misma forma que las definiciones del modelo establecido para los campos
eléctrico y magnético. Mediante transformaciones matemati camente aceptabl es, los elementos de
campo no lineales inherentes en la primera ecuacion estructural desaparecen cuando se expresan
utilizando matematica vectorial convencional, para cualquier grado de polarizacion considerado si

el lado derecho delas Ecs.(12)y (13)son iguales a cero
3. Ecuaciones de campo no lineales.

Ahora mostraremosbmo los términos no lineales pueden hallarse en las ecuaciones de campo
ECE, deducidas a partir de laidentidad de Bianchide la geometa de Cartan. En forma indiciada,
esta identidad €2]

0, T + w®,, T =R ™, (22)



R,?V esel tensor de curvatura de Cartan

Este y su equivalente ecuéeidel dua de Hodge [2]

9, T + w®,, TP = Rua”" (23)
definelas ecuaciones de campB€&E.

La corrienteinhomognea ji¥ hasta ahora se ha definido como

jov = Ruauv _ waubTa’w (24)
resulando en un conjunto de ecuaciones de campo lineales

9, T = jiv . (25)
Las ecuaciones de campo hor@usps correspondientes, un resultado de la E23), son

8, Tamv = RV — o, TOw = j&v ~ 0 (26)

dondejj eslacorriente homognea, dadaexperimentahente como cero o muy cercano a ello.
Para unalnica polarizacion, éstas son las ecuaciones de campo del modelo establecido, y son

completamente lineales.

Si re-definimos las corrientes de las E2S)y (26) por

j& =R (27)
y
ji’ =R =0, (28)

las ecuaciones de campo devienen
auTauv + waubTbuv — Rﬂauv — anv (29)
y su dual deHodge

0, T 4 @, TOW = RO = j&" ~ 0. (30)



Utilizando nétodos desarrollados y presentados anteriormente [5], las Ecs(29) y (30) dan
ecuaciones de campo electroméo no lineales como (ver Apéndice I)

V-B*—-w% B’ =0, (31)
VX E+22 4 0f,B” - wh X E? =0, (32)
V-D* — % - Db = p?, (33)
VxH® -2 3, Db — @ x HY = J° . (34)

at

D% es el desplazamientod@dricoy H* es la intensidad de campo métjco.

Estas ecuaciones son ricas en no linealidades, queiteaphiecen en las ecuaciones de onda corres-

pondientes. Para ver la naturaleza ondulatoria de estas equaciones en el espacio libre, se escribe
B® = p,H?, (35)

D% = g,E® (36)

dondey,, £, son respectivamentéa permeabilidad y permitividad del espagige.

Como en teda electromagnéticatradicional [6] luego de un extenso disis vectorial (ver

Apéndice Il) obtenemos las ecuaciones acopladas no lineales

2 1005,E? 1 0% b b_ 0 b b, A%, ¥

VB — T e ~ V@G EP + VX @ X EP— D% X B VX w,B” = po o+ (37)
(w? b 92Ba (w® b

ppe 4 L2CEE)  LUPE_gyq . b1V x e x BY + 50BNy Ly g B =y x g . (38)

Estas dos ecuaciones vectoriales junto con las definic{@0¢g (11)resultan insuficientes para dar
una soluadn completa. Las ecuaciones de antisimatECE [5] ofrecen restricciones adicionales

para ayudar a completar la soltiEstas ecuaciones para el electromagnetismo ECE son

0A%

P Z¢a + wgbAb + wgqbb =0, (39)
a 944
2y Tt whA) + WAl =0 (40)

J



La Ec.(39) se expresa en formato vectorial tradicional. La(&82) no puede expresarse en formato
vectorial utilizando operadores vectoriales tradicionales. Sugerimos la siguiente alterndiva, "m
suave". A partir del postulado de léttada de |a geometria de Cartan, |a conexién para una

dada"a" viene dada por [2]

rauv = uqav + waubqbv- (41)

Latraza de una matriz antiséimicaesigua acero, en cualquier marcoAplicando esto a los

indices u, v, vemos

0,9% + w%pq% =0 sumada sobre u = 0,1,2,3 . (42)

Aplicada a la porén electromagéicade lateoria ECE, esto deviene
9,A% + wi, Ab, =0 sumadasobrep = 0,1,2,3 . (43)

En formavectoial es

Las Ecs(39) y (44) suman 4 ecuaciones al sistema, que en principio resulta suficiente para

especificar una solu@ completa.
Notamos al pasar que la divergencig8@) sumada a la derivada temporal(dé) da

1 929 n d(w§ PP +w%-AP)

—72pt + 22 b 4 V- (w§,A” + @ §P) =0 (45)

4. Conclusiones

El sistema de ecuaciones provisto (D), (11), (31-3@® 37-38), (39) (4406 45) constityenel
conjunto completo de ecuaciones para laidegbectromagnética ECE. En laparte |1 de este
documento, se proveera una reduccion en el nimero de ecuaciones de este conjunto, volviendo a
las soluciones nuénicas mucho mas factibles. También se proveeran g emplos de soluciones, y se

propondran ensayos experimental es.



Apéndicel

Ecuaciones homogéneas

Comenzamos con el Dual detijede la primera identidad de Bianchi

0,T + waub’f‘b‘“’ ~0. (1-1)
El electromagnetismse asocia con esta ecuacl definir e tensor el éctrico como

Fbuwv — A buv (1-2)
dondeA©® es una constantainiversalque relaciona la geométial campo el ectromagnético fisico
y

Fony = Lgwpopa, (1-3)
esel dual deHodgedel tensor electromagtico [5].

En forma matricial el tensor de campo antisétrico viene dado por [5]

0 -B* -B? -B3|"

0 B E
Fauv — ¢ Elc . (1-4)
0 —
c
0

En formavectoial, siguiendq[1,2,5]

o () @9
o (32, 70h) 9
Parav = 0

0,F° + (—w% ,)FP* ~ 0 for p=123. (1-7)

Dada laantisimetfa de F2%V esto es



0,F* + (—w% ,)F?% ~ 0 for u=123. (1-8)
Utilizando la Eq(1-4) esto entonces deviene

V-B*—w% B’ =0. (1-9)
Parav = 1,

3o (F01) + (%) (FPO1) 4 9, (Fa21) + (% ,) FP21 4 9,F931 4 (—w%,)FP31 ~ 0,
utilizando la antisimetay (1-4), esto deviene

—_EAQ2

12 gy + (252) (=B + 0, (- 0) + (0% ) (- ) + 0, (-=5) + s (- Y~ 0

cat c

0
F B+ (42) B 40, () =0 () - s () + o) (55) = 0.

Esto se generaliza a

VX E®+22 + g ,B" — % x E? =0 (1-10)

Ecuacionesinhomogéneas

La ecuaadn de campo inhomognea es laforma electromagéica de la primeraidentidad de
Bianchi,

0,T% + w%,, TPV = ji . (1-11)
Ahora el tensor de campelectromagético viene dado por

GV = 297, Fapi (1-12)

donde E“°7; es elcuatrotensor de permeabilidad-permitividad dspacio.

Para un material isdaipico,

G*° = gF%0 parav =0, o0 = 1,2,3 (1-13)



G = uF*°v parao,v = 1,2,3.

Obtenemos as

aﬂGaav + waabiav :jlav .

En forma matricial

0 —-Dp! —p?2 —p37°

—-H3 H?
GV —= 0 c c
—H?!
0 =
0

Ademés de (1-5)y (1-6)tenemos
—(pe L2

Je= (pa' c)

Parav = 0, la Ec(1-15)deviene

aJGaaO + waobiaO =anO ]

que deviengal utilizar(1-16)y antisimetfa,

8,(D9) + (—w%,)(DP) = p°.

Generaliandg esto es
V:D%— w5 D" =p®.

Parav = 1, la Ec(1-15)deviene

aOGa01 + waObi01 + azGa21 + (_(‘)aZb)Gb21 + a3Ga31 + (—wa3b)6b31 =jlal

gue da

120+ () 0+, ()4 o) () o

(1-14)

(1-15)

(1-16)

(1-17)

(1-18)



0

HaZ

120+ (£2) (00 = 0, () 4.0, (£9) + (080 () w5 (45) =

cadt

Esto se generaliza a

VX H =25 wf D" — @ x H” =J°. (1-19)



Apéndicell

A patrtir de las Ecq31)—(36)

V-B*—w% B’ =0, (2-1)

V><E“+—+a)0bBb—wb><Eb=0, (2-2)

V-E® — @ - EC =’;—:, (2-3)
1 0E“ 1

yxBa—C—Z?—;wngb—w‘},bi=u0]a. (2-4)

Tomado el Rotor dg2-2)

Vx (VX E?) +Vx 2=+ Vxw,B” —VxwxE” =0.

Esto se expande, utilizando la conocida identidad vectorial para el doble rotor
Vx(VxA)=-V2A+VV-A

y la derivada tempoal d@-4),

1 OFE' 1

—V2E*+VV-E% + at(Zat+ —wd,E? + 0l bi+,u]a)+V><w0bBb VXw% XEP =0.

Utilizando Ec(2-3) paraV - E¢ esto deviene

a
—VzEa+v(w‘;,-Eb+p—) 22242
v o

ot \zor T W0E" @ X3b+#1a)+lxw6‘b3b—2xw‘szb =0.
Reordenandodérminos

o a
VIE® -5 ____Yw%'Eb+wa‘},be—%w‘},bi—yx(ygbBb =#0%+§_§_ (2-5)

YXVXB*——=——-ZVXwi,E’ —V X 0} x B® = 1,y x J* . (2-6)

Expandendo el doble rotor ya Ec.(2-2)paraV x E¢ da



aB%

—V2B% +VV-B® — s
- — c2 at

a pb a b
—Wq pB"+wp XE )

— SV X 0 ,E? —V X 0% X BY = oV x J°.

Utilizando (2-1)

1 0%B% | 1 d(w?,BP-w%xEP) 1 a b a b a
Z oz Tz ot SV XwopE” —VX @y X B =pVx]J

—V?B% + Vw4 - B +
0 mediante reordenami

1 9(w%xED)

SRS L U X 0 P + Y X 0% X BY = —po¥ xJ° . (2-7)



Referencias

[1]
[2]

[3]

[4]
[5]

[6]

John David Jackson, Classical Electrodynamics-3rd. ed., (John Wiley and Sons, 1999)

M. W. Evans, Generally Covariant Unified Field Theory, (Abramis Suffold, 2005
y sigs) Vol. 1-7 (ver www.aias.ussecion de documentos de laserie UFT ).

M. W. Evans, HEckardt, D.W. Lindstrom,Generally Covariant Unifiedrield Theory,
(Abramis Suffold, 200% sigs) Vol .7, Ch.16  (ver = www.aias.u¥

Steven H. Weintraub, Differential Forms, Academic Press, 1997

M. W. Evans, H. Eckardt, D. W. Lindstrom, Generally Covariant Unified Field Theory,
(Abramis Suffold, 2005en ade). Vol .7 Ch.9-12,  (verwww.aias.usUFT 130y sig9

J. R. Reitz, F. J. Milford, Foundationsof ElectromagneticTheory-2nd.ed., (Addison
Wesley 196



