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Resumen.

La condicién de compatibilidad de la métrica de la geometria de Riemann y €l
postulado de la tétrada de la geometria diferencial son piedras fundamentales de la
relatividad general, en lo referido a sus variaciones de Einstein Hilbert y de Palatini.
En éstalltima, € tensor de latétrada es el campo fundamental, mientras que en €l
primero el campo fundamental es el tensor de lamétrica. En la teoria de campo
unificado de Evans latétrada deviene el campo fundamental paratoda clase de
materiay radiacién, y €l postulado de la tétrada conduce a Lemmade Evans, la
ecuacion de onda de Evans y atodas las ecuaciones de onda fundamentales de la
fisica, en varios limites bien definidos. El postulado de la tétrada es un requisito
fundamental de la geometria diferencial, y ello se demuestra en este documento de
siete maneras diferentes. Por |o tanto, para gravitacion dirigida en forma central, tanto
la condicién de compatibilidad métrica como el postulado de la tétrada poseen una
exactitud experimenta de una parte en cien mil.

Palabras clave: Compatibilidad de la métrica, postulado de la tétrada, variacién de
Einstein Hilbert de larelatividad general, variacion de Palatini de larelatividad
general, teoria de campo unificado de Evans.



1. Introduccion

La teoriade larelatividad se formul 6 originalmente en1915 por Einstein, y en forma
independiente por Hilbert. Sedesarroll6 para gravitacién dirigida centralmente, y fue
verificada por e experimento de Eddington [1]. Recientemente [2] se mejor6 el grado de
precision del experimento de Eddington a una parte en cien mil. Por ende, las suposiciones
geomeétricas basicas utilizadas por Einstein y Hilbert también se verificaron en forma
experimental a una parte en cien mil. Unade ellas es la condicién de compatibilidad de la

métrica [3]- [5] de la geometria de Riemann, que afirma que |a derivada covariante del
tensor de lamétrica desaparece. El tensor dela métricaes el campo fundamental en la

variacion de Einstein Hilbert delarelatividag general. Se define como:
Guv = 4 149 My (1)

donde ¢“es la tétrada [3]-[5],un tensor de rango dos de indice mixto. El suprafijo latino
del tensor de latétrada se refiere al espaciotiempo del paguete tangente en un punto P de la

variedad base, indicada por € sufijo griego de latétrada. En la Ec.(1) 7ab es lamétricade
Minkowski:

1.0 0 0
0 10 0

b =" "9 0 1 0 (2)
0 00 1

La condicién de compatibilidad métrica es entonces [3]—-[5], para cuaquier
espaciotiempo:

D,g"" = D,gu = 0.
Usando €l Teoremade Leibnitz [3]-[5] [aEc.(1) y (3) implican:
qbl/ D, qaﬂ + qaﬂ D, qbl/ —0
de laque una posible solucién es:
Dyq®, = Dyg", = 0. 5)
La Ec.(5) es el postulado de la tétrada de la variacién de Palatini [3]-[8] de larelatividad general.

En la Seccidn 2 se mostrara en varias formas complementarias que la Ec.(5) es la Gnica solucion
delaEc.(4). Resultaque, para gravitacién central, €l postulado de latétrada se ha verificado

experimentalmente [2] a una parte en 10°. En la Seccion 3 se incluye una breve explicacion del
significado fisico de la condicidn de compatibilidad métrica, usada por Einstein y Hilbert en 1915
paradescribir la gravitacion dirigida en forma central. En 1915 se suplementé la condicion
original con la suposicion adicional de que el espaciotiempo de larelatividad general gravitacional
se hallabalibre de torsion:

T =T" _ —TI" =0 (6)

pv pv v



donde 7™, es €l tensor detorsiony I'",,, es el simbolo de Christoffel. Este tltimo es

simétrico en sus dos indices inferiores y también se conoce como la conexion de

Levi-Civita o de Riemann [3]-[5]. Para la gravitacion centralizada del Sol, estas
suposiciones se cumplen auna parte en 10°[2]. Sin embargo, |a teoria de campo unificado de
Evans [9]-[15] ha reconocido recientemente que el electromagnetismo es laformade

torsion de lageometria diferencial [3]- [5], siendo lagravitacion laformade Riemann, y ha
mostrado como € electromagnetismo interactlia con la gravitacion en un espaciotiempo en €
que € tensor de torsién no esigual a cero en general. Por lo tanto, en la Seccion 3 se andlizan las
implicaciones parala condicion de compatibilidad métrica de lateoriade 1915, y se resumen las
condiciones necesarias para lainteraccion de la gravitacion y el electromagnetismo.

2. Siete demostraciones del postulado de latétrada.

Se hamostrado en laintroduccidn que para cual quier espaciotiempo (libre o no de torsion) e
postulado de la tétrada es una posible solucién de la condicién de compatibilidad métrica. En
esta seccidn se muestra de siete maneras diferentes que es la Ginica solucion.

1. Demostracién apartir de la Invertibilidad Matricial Fundamental.

Considerar las siguientes propiedades basicas del tensor de latétrada [3]- [5]:

qbuqyb =1 (7)

q“.q", =1 (8)
B0 — §H

9 .4 v v (9)

qauq#b =09 (10)
donde ¢*, y §%, son funciones delta de Kronecker. Diferenciamos las Ecs.

(7) a (10) en forma covariante con e Teorema de Leibnitz:

¢",Dpd’, + 4", Dpd" =0 (11)
qa#quua + quaqua# = O (12)
quaDanV + qal/DPq#a = O (13)
4", Dpd", + ¢, Dpq”, = 0. (14)
Reordenando indices mudos en Ec.(11) (a — b, u — v):
q".Dpq", + qbVqu”b =0. (15)
Reordenando indices mudos en Ec.(14) (u — V):
q”prqau +¢%,Dyq", = 0. (16)
Multiplicando la Ec.(15) por ¢%,:
(17)

D,q®,, + q“uqbprq”b =0.



Multiplicamos la Ec.(16) por qu:
Dyq®, + qbﬂqaquq”b =0. (18)

SevequelaEc.(17) esdelaforma

z+ay =0 (19)
y laEc.(18) esdelaforma
z+by=0 (20)
donde
a#b. (21)
LaUnica solucién posible es:
zr=y=0. (22)
Esto dael postulado de latétrada, Q.E.D.:
quau = quyb =0, (23)

gue por tanto es la solucion Unicade la Ec.(4). Nétese que € postulado de la
tétrada se cumple para toda conexién, se encuentre o no libre de torsion.

2. Demostracion a partir de la Independencia de Coordenadas de |os Tensores.

Un tensor cualquiera es independiente de como se escribe [3]- [5].

Consideremos la derivada covariante de un tensor X en dos bases diferentes 1
y 2. Resulta entonces:

(DX)1 = (DX)s. (24)
En la base de coordenadas [3]:

(DX), = (D, X")dz" ® 0,

v v A " (25)
= (0, X" +T X Ydzt & 0,
En labase mixta
(DX)s = (DuX") da* @ é(a)
a a b ~
= (0u X"+ X7) dat* © Eqa) (26)

= qoa (qaua#XD + Xyaﬂqall
+ w“#bqb)\X”\) daz" @ o

donde usamos la regla de conmutacion para tensores. Cambiamos los indices

mudos o a p y usamos:
7°.q" =1 (27)



para obtener:
(DX)1 = (0, X" + q",0uq" X + q”aquw“#bX)‘) dz" ® 0, (28)

Comparamos laEc.(25) y laEc.(28) para dar:

T3 = 070000 + @%@\ (29)
Multiplicamos ambos lados de la Ec.(29) por ¢°,:
T = Oy + dy (30)
para obtener el postulado de la tétrada, Q. E. D.: (31)
Dug®y = 0uq°\ + waubqb,\ -I",.q" =0.
. Demostracion a partir de la Definicion Basica.
Para todo vector V* [3]: Ve =qt, V" (32)
y usando el Teorema de Leibnitz:
D,)V*=4¢"',D,V*+V"D,q",. (33)
Usando el resultado:
Dug®, =0 (34)

obtenido en las demostraciones (1) y (2), Se demuestra aqui que las Ecs.
(32) y (34)implican:

Dugs = 0uds + 0 0"s = T",00" (35)
A partir delasEcs.(33) y (34):
DV +w V=% (0, + 17 V). (36)
Dela EC.(32)
0Vt =V"0,4°, +q*,0,V" (37)
Y b b
WV =w g, VY (38)
Sumando las Ecs.(37) y (38):
Ve +w' ) VP =q",0,V" + V 0uq®, +w g, V" (39)
Comparando lasEcs.(36) y (39):
¢ LV =V (Oug”, + w0 d’) (40)
y cambiando los indices mudos v — A, obtenemos:
a a a v 41
8MQA+wpbqb)\_qu ,u)\:O' ( )
Esta ecuacion se obtuvo de lasuposicion (34), de manera que resulta
que:
Dug®, = 9u"s +wp’s = %, 1", =0 (42)

Q.E.D.



4. Demostracion apartir de la Primera Ecuacién Estructural de Cartan [9].
Esta demostracion aparece en detalle enla ref. [9] y se resume aqui por conveniencia
Igualmente para las Demostraciones (5) a (7). La primera ecuacion estructural de Cartan
[3]-[8]es una ecuacion fundamental de la geometria diferencial desarrollada por Cartan.
Define la forma de torsién como la derivada exterior covariante de laformade la tétrada:
T =dAg* +w Ag° (43)
o sea , ,
Ta,ul/ = 8,uqau - 81/an =+ wa,ubq v waqu w (44)
Aqui T, es la dos-formade torsion, ¢¢,, es launo-formay w*,, es la conexién de espin.

El tensor de torsion de lageometria de Riemann se define como [3]-[5]:

A A a
T q aT 17 (45)

2

Usando el postulado de la tétrada (31) en laforma:

FAW _ Q'\aapqay 4 qAaqbywaub (46)
se ve de las Ecs.(44) a (46) que:
TA/,LV = q)\a (altqalz + waubqbu)
(47)

_ q)\a (auqau + Waybqby)
_ A A
=", -1,
La Ec.(47) es el tensor detorsion de Riemann, Q.E.D. Dada la ecuacion estructural
de Cartan (43), por lo tanto, se requiere el postulado de la tétrada para deducir

el tensor de torsion de Riemann. La situacion inversatambién se cumple.
5. Demostracion a partir de la Segunda Ecuacion Estructural de Cartan [3].

Similarmente, esta prueba se ha dado en completo detalle en otros sitios [9]-[15] y es una
elegante ilustracion del empleo del postulado de latétrada como el vinculo entre la

geometriadiferencial y la de Riemann. La segunda ecuacion estructural de Cartan define la
forma de Riemann como la derivada exterior covariante de la conexion de espin:

R% =D Aw (48)

a _ a a a c a c
R bop — OvW pp — aﬂw vh T W W ub — W W pp- (49)

Para establecer el vinculo, €l postulado de la tétrada se usaen la forma:

Waub = qauq/\bl—wu)\ - qAbanaA (50)



para expresar la conexion de espin en términos de la conexién gamma. El tensor
de Riemann se define como [3]-[5]:

RU}\IJH = qnaqb)\Rabuu (51)
y usando la propiedad de invertibilidad del tensor de latétrada [3]:
q)\cqc)\ =1 (52)

se obtiene correctamente el tensor de Riemann [9]-[15] como:

R, = 0,17, — 0,17, + 17,7, —T7, T" | (53)

o
Avp

Q. E. D. Por lo tanto se hademostrado que laforma de Riemann y el tensor de
Riemann estén vinculados por el postulado delatétrada. Laformade Riemann se
define por la segunda ecuacion estructural de Cartan (48). Laprimeray segunda
ecuaciones estructrales de Cartan también se conocen como la primeray segunda
ecuaciones estructurales de Maurer-Cartan [3]. Son vélidas para cualquier tipo de
conexion de espin.

6. DemostraciOn a partir de la Primeraldentidad de Bianchi.

La primeraidentidad de Bianchi de la geometria IgiferenciaJ [3] es:

DAT*=RY% Ng. (54)
Esta notacion condensada denota [9]-[15]:
@dnT),,,=0.T%, +0,1°, +9,T°, (55)
WAT),,, = W'y T, +w®, T%, +w, T, . (56)
Laforma de torsion se define como:
Taul/ = (FAMV - FAVN) qu- (57)
Similarmente:
RYNG" = (R, + R, + R ,) - (58)
Usar el Teoremade Leibnitzy el postulado de latétrada en laforma:
auqao + O‘}OL,Lqubo' = F)\p,oqa)\ (59)
conduce correctamente [9]- [15] a
A A A o A o
0,I' vp o0, p +T WF vp -1, 1p
A A A o A o
+8VF o apF v +T I/O'F o r par v (60)

A A A o A o
+apr vv aﬂ«r pv +I par pr o r qu pv
=R ,+R,  +R

puv uvp vpp



permitiendo laidentificacion del tensor de Riemann para cua quier conexion
gamma:

R, =00, -0, +T*,1I7, —T% 19, (61)

Q.E.D. Por lo tanto, se hademostrado que € postulado de latétradaesla
condicién necesariay suficiente paravincular la primeraidentidad de Bianchi (54)
y el equivalente en geometria de Riemann, la Ec.(60).

7. Demostracion a partir de la Segunda | dentidad de Bianchi
La segunda I dentidad de Bianchi de la geometria diferencial es[3,9]-[15]:
D/\Rab = d/\Rab+waC /\Rcb‘i’wcb /\Rac

=0. (62)

Usando los resultados de la Demostracion (7), y utilizando por implicacién €
postulado de la tétrada otra vez, se obtiene correctamente [9]-[15] la segunda
identidad de Bianchi de la geometria de Riemann:

D,R",,, +D.R",,,+D,R",, =0 (63)

Q. E.D. Por lo tanto, se hademostrado que el postulado de la tétrada es €l
vinculo necesario y suficiente entre la segunda identidad de Bianchi de la
geometria diferencial [3] y la segundaidentidad de Bianchi de lageometriade
Riemann.

3.  Significado fisico de la Condicion de Compatibilidad
Métricay del Postulado de la Tétrada.

La condicion de compatibilidad métrica de la geometria de Riemann significa que el
tensor de la métrica es constante en forma covariante [3,9]-[15]: la derivada covariante

del tensor de la métrica desaparece. Si la métrica no es constante en forma covariante
entonces la métrica no es compatible. Lavariacién de Einstein Hilbert de larelatividad
general (lateoriaorigina de 1915) se basa en compatibilidad métrica[3,9]-[15]. La
teoria es precisa para gravitacion central del Sol aunaparte en 10° [2]. Seempleala
compatibilidad métrica, asi como la suposicion de que desaparece € tensor de torsion.
Estas suposiciones conducen ala defincion del simbolo de Christoffel usado por
Einstein en su teoriaoriginal de larelatividad general. Puede también suponerse
compatibilidad métrica sin suponer unatorsion igual a cero. En este caso se obtiene la
variacion Palatini de larelatividad general, en donde la compatibilidad métrica deviene
el postulado de latétrada, como se describio en las Secciones 1y 2. Las ventgjas de la
variacion Palatini son bien conocidas, y recientemente se ha demostrado que el
postulado de la tétrada es el origen geométrico de todas las ecuaciones de ondade la
fisica[9]-[15]. En unateoria de campo unificado, siempre se requieren unaformade
torsion distinta de cero y un tensor de torsion, afin de describir el sector
electromagnético. Sélo cuando los sectores gravitacional y el ectromagnético se vuelven
independientes se puede utilizar la variacién original de Einstein Hilbert de relatividad
genera gravitacional, con su desaparicién del tensor de torsidén y su conexion simétrica
0 de Christoffel.
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