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Resumen.

Mediante la consideracion de la prescripcion minima del documento UFT347, se
muestra que surge una nueva clase de elipse con precesion a partir del hamiltoniano relevante,
de manera que éste es el método mas sencillo para describir cualquier precesion. La ecuacion
de fuerza de Leibniz se ve aumentada mediante términos que incluyen la frecuencia de
precesion observada y es una ecuacion de fuerza de Lorentz. La relacion entre el hamiltoniano
y el lagrangiano se basa en el momento canénico. Para un campo gravitomagnético uniforme,
la ecuacion de fuerza puede deducirse a partir de un sencillo lagrangiano, y el anterior puede
expresarse como una ecuacion de Binet.
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1. Introduccion.

En el documento inmediatamente precedente (UFT347) de esta serie [1-12], se
demostré que la prescripcion minima produce una ecuacion de fuerza de Lorentz orbital que
da origen a precesion orbital a través de la intermediacion del campo gravitomagnético. La
frecuencia de precesion es la mitad de la magnitud del campo gravitomagnético. En la Seccion
2 de este documento se demuestra que el hamiltoniano correspondiente a la ecuacion de fuerza
de Lorentz da origen a una elipse con precesion de un tipo desconocido hasta la fecha. Esta
elipse con precesion constituye una descripcion rigurosa y exacta de la orbita observada,
porque la frecuencia de precesion observada se utiliza en las ecuaciones. La elipse con
precesion calculada es similar en estructura a aquella de la teoria x [1-12], pero x depende del
angulo theta de las coordenadas polares planas. El método utiliza el momento canénico del
documento UFT347. Para un campo gravitomagnético uniforme, el momento angular
conservado puede calcularse en forma directa, y la ecuacion de fuerza de Lorentz se reduce a
una ecuacion de Binet con precesion. La orbita calculada a partir del hamiltoniano puede
utilizarse en la ecuacion de Binet para dar la fuerza. La Seccion 3 es una descripcion, mediante
grificas, de los métodos utilizados para producir la 6rbita con precesién y también da
verificacion de consistencia numérica de los procedimientos utilizados en este documento.

~ Este documento constituye una breve sinopsis de los calculos detallados que se
encuentran en las Notas de Acompafiamiento del documento UFT348 publicado en el portal
www.aias.us. La Nota 348(1) es una descripcion detallada de la deduccion de la érbita
eliptica con precesion a partir del hamiltoniano relevante a la ecuacion de fuerza de Lorentz
orbital. La Nota 348(2) brinda algunos detalles del desarrollo de la ecuacion de fuerza de
Lorentz. La Nota 348(3) es un desarrollo del lagrangiano precesional, esta nota se desarrolla
en forma numérica en la Seccion 3. Las Notas 348(4) y 348(5) desarrollan la ecuacion de
fuerza para un campo gravitomagnético uniforme y deducen la ecuacién de Binet precesional.

2. Desarrollos dinamicos.

Consideremos la prescripcién minima del documentoUFT347:

donde

es el potencial vectorial gravitacional de la relatividad ECE2. Este potencial gravitacional

posee las unidades de velocidad lineal. Aqui, m es la masa de un objeto en 6rbita alrededor de
un objeto con una masa M. Para el caso de un campo gravitomagnético uniforme [1-12]:
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donde Q es la frecuencia de precesion observada. Esta dltima es la mitad de la magnitud del
campo gravitomagnético definido por:
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Este cuestiones directamente andloga con la definicion de la densidad de flujo magnético
como el rotacional del potencial vectorial electromagnético W de la relatividad ECE2 .

El hamiltoniano definido por la prescripcion minima (1) es:

- 25 (3 vy (3 M,vg>+ U6

donde U (r) es la energia potencial de atraccion entre m y M:
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donde G es la constante de Newton y r es la magnitud de la distancia entre m y M. Al igual
que en las Notas para el documento UFT347, el hamiltoniano puede desarrollarse como:
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donde L es la magnitud constante del momento angular:
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y donde Q es la frecuencia de precesion observada, considerada como una frecuencia de
Larmor [I-12].

Las Ecs. (3) y(7) dan:
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Por lo tanto, el hamiltoniano es:
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Empleando métodos bien conocidos [1-10] un hamiltoniano del tipo (12) conduce a la 6rbita

de seccion conica:
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donde a es la semi latitud recta y donde € es la excentricidad.
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Entonces, con un excelente grado de aproximacion:
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es decir

de manera que
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En la Ec. (21), @ es la velocidad angular correspondiente al hamiltoniano
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Esta velocidad angular es:
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donde el momento angular Lo es una constante movimiento. En la Ec. (23):
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Esta integral se evalia numéricamente en la Seccion3. La 6rbita es:
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en la Seccion3 se muestra numérica y graficamente que esta es una orbita con precesion,
D

y
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Por lo tanto, la prescripcion minima (1) resulta suficiente para producir una 6rbita con
precesion. En la teoria x de documentos previos de la serie UFT [1-12] se supuso que:
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donde x es una constante. En esta teoria analitica mas exacta, se observa que x depende de 6.
La teoria mas exacta de precesion en la relatividad ECE2 es la del documento UFT328, la cual
es rigurosamente relativista y utiliza el momento canénico para resolver el hamiltoniano
relativista y el lagrangiano simultaneamente. Sin embargo, el documento UFT328 ftiliza un
método numérico de graficacion dispersa para producir la precesion, y no posee una-soluciéon
analitica conocida. El método en este documento utiliza la relatividad ECE2 para_dar una
solucién analitica en el limite clasico del hamiltoniano y el lagrangiano. Este documento posee
la ventaja de suministrar un resultado analitico en términos de la frecuencia de precesion
expenmental Q , de manera que el método de este documento es valido para CUALQUIER
precesion observada en astronomia.

En las ecuaciones de mas arriba, los momentos angulares cons,tante; son:
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Las semj latitudes rectas son:
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y las excentricidades son:

En general:

y la integral puede evaluarse analiticamente utilizando algebra computacional, como en la
Seccion 3. Si se supone que:
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entonces:
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y la 6rbita puede expresarse en el formato de una orbita de la teoria x:
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Sin embargo, x en general no es constante.

La orbita (27) se representa graficamente en la Seccion 3 y se observa que presenta
precesion, Q. E. D.  Es equivalente a la ecuacion de fuerza de Lorentz orbital del documento
UFT347:
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en donde el momento candnico se define mediante:
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En ausencia del potencial vectorial gravitacional V, ,la Ec. (3£ ) sereduce a la ecuacién

de Leibnitz: 6‘
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Por lo tanto, la ecuacion de Leibnitz es:

- — o =F (r> Cﬂ%

y puede transformarse en la ecuacion de Binet:
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La ecuacion de Leibnitz da la seccidn conica sin precesion:
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Las Ecs. (38) y (39) dan:
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Para desarrollar esta ecuacion consideremos:
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Se deduce entonces que:
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de manera que la Ec. (45) deviéﬁe
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para una Orbita plana.

Por lo tanto, ecuacion de fuerza de Lorentz orbital deviene:
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en la que el momento candnico es:
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Se incluyen algunas consideraciones del lagrangiano correspondiente a esta ecuacién general
en la Nota 348(3) y en la Seccion 3.

Sin embargo, el hamiltoniano (7) y la orbita (14) se basan en un campo
gravitomagnético uniforme definido por:
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Al igual que en la Nota 347(2):
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y si el campo gravitomagnético es perpendicular al plano de la orbita:
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que es la Ec. (3). En general, el lagrangiano es:
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que puede expresarse como:
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A partir de las Ecs. ( 59 )y (6| ) el lagrangiano deviene:
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La ecuacion de Euler Lagrange rotacional es:
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a partir del cual se define el momento angular conservado:
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La otra ecuacion de Euler Lagrange del sistema es:
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que da la ecuacion de fuerza:
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Esta es una cuestién de fuerza de Lorentz de la érbita con precesion ( |4 ), yal igual que

en la Nota 348(5) puede transformarse a la ecuacion de Binet precesional:
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3. Anélisis Grafico y Numérico Adicional.

El factor de precesion x, definido por la Ec. (36), no es constante y es dependiente del angulo
0. La integral puede resolverse analiticamente, produciendo muchos términos, y cuyo término
lider es una funcién atan periddica:
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con las constantes 4 y a. Esta funcion x(6) se representa en la Fig. 1. Su escala es ligeramente
mayor que la unidad. La periodicidad de 2z es visible pero no es exacta porque la Ec. (36) es
una aproximacion. El factor de 1/26 en la Ec. (36) obviamente supera a la integral. La orbita
de la Ec. (37) se observa en la Fig. 2 para x = 1 y x(0) dada por la Ec. (69).
Esto trae como resultado una elipse con precesion, como puede observarse claramente.

Se investigan algunas variantes del lagrangiano y de la ecuacion de fuerza de Lorentz a
continuacion. Primero se considera un método directo, donde el lagrangiano y el hamiltoniano
vienen dados por

L=T-U (70)
H=T+U (71)

con la energia cinética 7'y la energia potencial U. Reemplazando p por el momento canoénico
p=mv ——p+mvg (72)

que luego conduce a
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En un caso mas general, sin embargo, se puede utilizar la relacion entre el hamiltoniano y el
lagrangiano conocido a partir de las ecuaciones de Hamilton. Entonces:

H=Y pjij—% (73)
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donde g; son las coordenadas generalizadas y p; los momentos generalizados. En nuestro caso
tenemos solamente un momento generalizado, la Ec. (72) — en forma vectorial — que se obtiene
mediante la prescripcion minima. Dado que ¢ es el vector de posicion espacial r,
su derivada temporal es la velocidad v. Evaluando la Ec. (75) debe de dar el hamiltoniano
(74). Para lograr este resultado, debe de definirse el lagrangiano como
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de manera que obtenemos nuevamente
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Para dar un ejemplo, utilizaremos coordenadas polares planas (7, #) en donde la velocidad lineal
viene dada por
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Para la velocidad adicional derivada del campo gravitomagnético, utilizamos dos variantes.
Primero empleamos
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Donde la coordenada angular es la misma que la de la orbita, es decir, la particula m y la
velocidad v rotan en el mismo marco de referencia. En el segundo caso, utilizamos un v,
completamente independinete, con ambas coordenadas independientes del movimiento orbital:
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Los lagrangianos de las cuatro combinaciones Li, L, Vg1, Vg2 se lista en la Tabla 1. Para
L1, aparecen términos mixtos en 7 - g . Esto conduce a combinaciones correspondientes en las
constantes de movimiento (momento angular) que se incluye en la Tabla 2. Estas se calcularon
mediante el método del lagrangiano, la Ec. (63). Un resultado similar aparece en la tercera linea
de la Tabla 2. Sin embargo, en la cuarta linea aparece el momento angular de una particula.
Este asombroso resultado significa que el movimiento angular no se ve afectado por la
velocidad precesional v.2. El motivo es porque en el lagrangiano el término 62 aparece sin un
factor de acoplamiento a 7y, de manera que este resultado es plausible. Los hamiltonianos
(Tabla 3) son iguales para L; y L , como habria de esperarse. So6lo difieren en la apariencia de
6, por las diferentes definiciones de Vg1 y Vga.
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Tabla 1: Lagrangianos para diferentes modelos de vy.
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Tabla 2: Constantes de movimiento L para diferentes lagrangianos y modelos de vy.
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Tabla 3: Hamiltonianos H para diferentes lagrangianos y modelos de v,.
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Figura 1: Dependencia angular del factor x.
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Figura 2: Orbitas elipticas para @ = 0 y a = 0.05 (con precesion).
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