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Resumen.
Basados solamente en la compatibilidad de la métrica en general, se muestra que la conexion de

Christoffel I, no es anti-simétrica en sus dos Ultimos indices. L os elementos de la conexion de

Christoffel pueden computarse a partir del postulado de latétrada, pero no estén definidos en
forma Unica. Lo mismo se cumple para simbolos de Christoffel de un tensor de torsién totalmente

anti-simétrico. Los elementos no-diagonales de la métrica del espaciotiempo deben restringirse a
unaforma especial que permita el cumplimiento del postulado de la tétrada. Mediante
restricciones adicionales es posible obtener conexiones de Christoffel anti-simétricas en los
términos no-diagonales, pero con elementos diagonales no nulos. También se muestra que, para
unatorsion totalmente anti-simétrica, si la conexion es anti-simétrica en dos indices cualesquiera,
entonces es totalmente anti-simétrica

1. Introduccion
En este documento investigamos la simetria de los simbolos de Christoffel. Se mostro envarios

articulos de lateoria ECE [1]-[3] que los simbolos no pueden ser simétricos en sus dos Ultimos
indices. Esto se asumi enrelatividad einsteiniana, pero lleva a contradicciones inescapables. Por
ejemplo, la identidad de Bianchi no resulta en una suma cero para los términos de curvatura, pero
exhibe derivadas de términos de torsidn del lado derecho. O sea que la curvatura es inseparable de
la torsidn en general. La forma més general de los simbolos de Christoffel es, entonces, asimétrica
en sus dos Ultimos indices. Se veran casos especiales en este documento. En geometriade Cartan,
el tensor de torsiOn se define como anti-simétrico en sus dos Ultimos indices. Como restriccion

adicional, e tensor de torsion totalmente anti-simétrico tiene las siguientes anti-simetrias:

Tpuv = _Tpvu (1)
Tp/,w = _Tupv )

Tpuv ==T"p 3)



Cualesquiera dos de las anti-simetrias autométicamente implican la tercera. Por ejemplo, si

suponemos las anti-simetrias de las Ecs.(1) y (2), entonces

TV

wp = —TVou =T0,, ==T",, . 4)

pU vu wv

Esto se cumple para cualesquiera dos de las tres anti-simetrias.

2. Deduccion de la Expresion de Jensen para los simbolos de

Christoffel con torsion.
La conocida relacion entre los simbolos simétricos de Christoffel y la métrica es [4]

1 99vp 99py  0guv
[ = 5977 (52 4 ot _ 2y |
w =39 dxk + axVv oxP ®)

Supongamos ahora conexiones con simetria arbitraria. Entonces esta férmula no es vélida y

debemos comenzar a partir de las ecuaciones con compatibilidad métrica, como en [5]:

08uv

axt - Fxpug‘/\v_r )‘pvgux =0, (6)
08y

ﬁ - F}\uvgle_r}\upgvk =0, (7)
0g

axpuu - F}\vpgku_rxvugpk = 0. (®)
Restamos (7) y (8) de (6):

axP  oxk  oaxv Flpuglv'i'r/luvglp"'rlvpglu - Flpvgul'i'rlupgvl'i'rlvugp/l =0. (9)

Aplicamos la definicion de torsion:

0guv  99vp 9gpu 2 2 2
_ — M + T upglv+T vpgl;fl'(r Y + (10)

Flvu)gp/l =0.

Sumamos —2I'*v9,2 @ ambos lados y aplicamos otra vez torsion:

99uv 99y 9g
99uv _ 99vp _ 99ppu y) A 11
axP dxk axv +T ”‘pglv—l_T vp9ru — T}Luvgpl = _zrluvgpl . an

Evaluamos ahora el bajado de indices por la métrica:

99uv  99vp  99pu 4T

axP  axk  oxv vuptTwwp = Ty = =205y (12)



Elevamos el primer indice de I,,, multiplicando con g”° y por 1.

P =1 pa(éau 99va _ 98au _
uv

=,8 axP | axh IxV vup_Tuvp+TpuV) . (13)

Este es el resultado de Carroll [5] con términos de torsiOn adicionales. La ecuaciOn

correspondiente de Jensen [6] queda expresada como:

1 ag ag ag
Mo =g (2 4 S 2O T Ty + o) - (14)

Esta es igual al resultado de la Ec. (13), al intercambiar los indices p y ©.

3. Consecuencias de unatorsion anti-simétrica.
No se empleara la convencion de sumatoria de Einstein en la discusion que sigue. Luego se vera

que indices repetitivos apareceran donde no se implica una sumatoria, 1o cual genera unaposible

confusion.

Invirtiendo u y v enlaEc. (14) nos da

p _1 0gou , 0g 0gvyu
r vu_EZang(W+ﬁ_W_Tww_Tuva+Tavu)- (15)

Sumando las Ecs. (14) y (15) resulta en

1 0(gov+ve) | 9 Gus+dop) _ 0(guv+0gvy)
rpuv + vau = EEO‘ gpg ( gvxﬂ =+ #;Xv e — u;xa e — Tuva - Tv;w + Tcruv - Tww - Tuvo‘ + To‘vu) (16a)

que se reduce a

lzo_gpo— (a(gm/"'gva) + a(ﬂua"’!]au) _ a(guv+agvu) —2T

P P _
[ + 17, =1 e o v o = 2T + Touy + Tos) - (16b)

Restando la Ec. (15) de la Ec. (14) da

p p _ 1 09sv , 99us  99duv  09ou  0gvs , 99vu
r uw r vu — EZngU (M_u+m_ﬁ_m_w_u+ 9x° THVO’ - Tww + Tauv + Tvua + Tuva - Tavu)
(16¢)
que al reunir términos iguales deviene
p p 1 0gov—0ve) | 0(Guo—9ou) 0(guv—09vy)
r uw r vu — EZang ( tgvx” =2+ ”;xv 2 — #axo' = + Ta,uv - Tavu)~ (17)

La torsiOn viene dada por [5],



T =T = T%a

y se ve facilmente que es anti-simétrica en los indices
ay b. Notese que

T =T q% a%

donde %, y q”, son elementos de la tétrada de Cartan; si se aplica la Ec.(19) ala
Ec. (18), se ve que el tensor T¢,, es anti-simétricoen uy v. Méasaun, dado que

=T¢ A

TA wqc >

v
vemos que T"l‘W es anti-simétrico en u y v. Escribiendo

Toww = TN 910

se ve que el tensor T, también esanti-simétricoenuy v, o sea

Ta',uv = _Towr

Con esta anti-simetria, la Ec. (17) deviene

p p _ 1 9(gov—9va) a(gua_gau) a(guv_agvu)
Py =T = EZ”gpa( axk T e e T ZT"W) :

Como la métrica es simétrica, la Ec.(23) se simplifica a la definicion de torsion
Fp,uv - FPVM =259 Topyw = Tp;w

como se esperaria. Si la métrica no fuese simétrica, esto no seria compatible con

la definicidon de torsion.

Notando la anti-simetria de la Ec. (22), la Ec. (16b) deviene

p p _1 0(gov+tave) | (Guotgou)  3(guv+igvu)
r uv+F m _EZngU( tgvx” ve 4+ ”axv T ”:’;xa h _ZTHV‘T_ZTqu)~

Notando que
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la Ec. (25) deviene

1 0(govtave) |, 9(Gustgon)  0(guv+dgvy)
Fpuv + vay = _Zo' gpa ( T+ v = T — Z(Flva - Flav)g/lu - Z(Fluo' - F)‘cru)glv )

2 axH axv 0x%
(28)
Si expandimos la sumatoria, esto deviene
1 0(govtave) |, 0(Guotdoy) 0(9uv+dgvy)
Fpuv + va” — EZang( PP + #axv u ll:;xg vu ) _ (Fuvp _ Fupv) _ (wa _ vau) (29)
que puede reordenarse a
1 0Gov+gve) | 3(Guotdou)  3(guv+tigvy)
(Fpuv + vau) + (Fuvp + wa) - (Fupv + vau) = EZO’ gr° ( 4 axug + ”axv B “:;xa e ) . (30)
Dado que la métrica del espaciotiempo es simétrica, la Ec. (30) se reduce a
9gv | 99us g
(Fpuv + vau) + (Fuvp + vaf) - (Fupv + va u) = Za gpcr (ax_u + ﬁ - ﬁ) . (31)
Esta es la generalizacion de (5) incluyendo la torsion.
4. Torsion totalmente anti-simétrica.
Supongamos que, ademés de la anti-simetria de la Ec.(22), suponemos
T, = =T, (32)
o, en forma equivalente
Toww = —Typv - (33)
Este tensor de torsiOn se llama totalmente anti-simétrico. Ahora la Ec. (25) deviene
1 2Govtave) | (9uotgon) _ 3(9uv+3gvu)
[ + 170, = 334 97 (2022 T ) (34)
Comparando las Ecs.(30) y (34) vemos que
(Fuvp + Fvup) = (Fupv + va u) . (35)

De acuerdo con el conocimiento de |os autores, esto constituye una nueva ecuacion restrictiva

sobre la conexion de Christoffel para un tensor de torsion totalmente anti-simétrico.



Noétese que la Ec. (35) puede expresarse como

Zl gpl ((FIJ.V}L + FVIJJ\) - (FM)LV + FV}\U)) =0 (36)

Si, p.¢j., puede demostrarse que la conexidn es anti-simétricaen un par de indices, tal como

P, +1°%,=0 (37)
entonces

Y9t ((Fuvx + ) + (T + Fvu;\)) =0 (38)
0

33 9P (Tya + Tya) = 0 (39)

A partir de esto tenemos
Fuvp = _rvup (40)
Entonces, de la Ec. (35)

ru"‘, = —rv"u (41)

Esto es, si la torsiOn es totalmente anti-simétrica y la conexiOn es anti-simétrica en dos indices

cualesqguiera, entonces la conexién es totalmente anti-simétrica

Sin restricciOn en la conexién, pues la métricaes simétrica, la Ec. (34) deviene

a a
[‘pw + pr =Y, g°° (agﬂ + Yua _ ﬂ) ) (42)

axk axVv ax%

Notamos de paso que la conexion de Christoffel sin torsion dada por Carroll [5] y Wald

[4] es un caso especial de esta ecuaciOn paratorsion igua a cero cuando

Iy =T, (43)

En general, sin m&s argumento que compatibilidad métrica, para una torsion totalmente

anti-simétrica, la Ec. (42) implica cierto grado de antisimetriapara la conexion, o sea cuando

e la métricaes constante, entonces la conexiOn es totalmente antisimétrica



e |amétricaesanti-simétrica, cuando

3(govtave) |, 9(Guotgon) 0(9uv+dgvy)
po _ _
2o ( axh axV %0 ) =0 (44)

la conexiOn es nuevamente totalmente antisimétrica. Como ya se explicO, se
trata s6lo de un caso hipotético.
e la métricaesdiagonal, la conexiOn es, sin mayores consideraciones, totalmente

antisimétrica excepto para los elementos de la diagonal.

5. Torsion totalmente antisimétrica con métrica diagonal.

Consideremos ahora el caso donde la métrica posee s6l0 componentes diagonales. En dicho
caso, laEc. (34) se reduce a

ag a9 09w\ . p
pp (L9ev | Z9up Z9uv — — —
Fp”v + va# = {g (ax“— + axv 9xP ) Sl p vop uou v (45)
0 otros casos

Esto es, sOlo en base a la compatibilidad de la métrica, para una métrica diagonal y con
torsion totalmente antisimétrica, T w €syasea “totalmente antisimétrica” o cero, con

excepcion de las diagonales, como indica la Ec. (45). Los elementos diagonales vienen dados por

ag

zrf’w=_gppﬁ PEV, PEUU=YV (46)

d
FVIW+FVW=gW% P=V, pEUMUEY (47)

ag
F”W+F”w=g””?‘;” PHEV, p=U,UFEV (48)
ort = qun 29 = = = 49
we =9 IxH p=V, p=U,u=v (49)

Este argumento por si S0l0 vuelve imposible la simetriade la conexiOn, a menos que sea
idénticamente cero. Se requieren otros argumentos para demostrar antisimetria total de la

conexion. Recordar que no hay sumatoria sobre indices repetidos implicita en estas ecuaciones.

6. Esquemas de cOmputo para conexiones con torsion.
Tomando una de las ecuaciones (6-8), obtenemos un sistema de ecuaciones lineales para 4° = 64

componentes de las I" conexiones, asumiendo ninguna simetriaadicional. Al mismo tiempo,

tenemos 64 ecuaciones individuales



para todas las combinaciones de p, , v. Esto podriadar un conjunto bien definido de ecuaciones
para determinar todas las conexiones I'. Sin embargo, la métrica es simétrica, e introduce cierta

simetriaen las ecuaciones, de manera que no todas las ecuaciones son independientes entre si.

Usando una métrica diagonal, donde cada elemento depende de las 4 coordenadas, por ejemplo

A(t,r,p,0) 0 0 0
0 B(t,r,9,0) 0 0
g = 0 0 C(t,r,p,0) 0 (50)
0 0 0 D(t,r,9,0)

con coordenadas t, 1, ¢, 6, € dgebracomputacional da solo 24 ecuaciones independientes a partir
de (6). Ello significa que deben determinarse arbitrariamente 24 parametros libres para hacer
Unicas alas conexiones I'. Como la derivada covariante se determina con las conexiones,

significa que la derivada covariante de dicha métrica con torsion no esta definida en forma Unica,

adiferenciade la geometria sin torsion. Esto pareciera un serio problema matematico.
Sumando condiciones de anti-simetria paralos dos Ultimos indices delaconexionT da 46 =24

condiciones adicionales.

re, =-r’, (51)

para todos los elementos no-diagonales con u # v. Entonces el nimero de ecuaciones independientes

aumentaa 60, pero restan 4 ecuaciones dependientes, dejando 4 parametros libres sin definir. Los
elementos diagonales re wu SoOn distintos de cero. Si se supone que son iguales a cero, dando una

conexiON I" puramente anti-simétrica, entonces el sistema de ecuaciones esirresoluble.

El resultado anterior permanece valido s la métrica tiene elementos no-diagonales que dependen

de las coordenadas de fila y columna de su ubicaciOn, p.ej., g:2(t,7), g13(t,¢), etc., tal como

A(tr,p,0)  E(tr) F(t,9) G(t0)
E(tr) B(t,r,,0) 0 0
g= F(t,p) 0 ctreb) 0 . (52)
G(toB) 0 0 D(t,r,p,0)

Sin embargo, introducir una asimetria 0 anti-simetria en la matriz métrica prohibe una solucién

del sistema de ecuaciones, aun sin condiciones adicionales de anti-simetria paralas conexionesT.



El Ultimo gjemplo investigado es paralatorsién totalmente anti-simétrica. En este caso, las

conexiones I se determinan de la Ec. (42) en vez de la Ec. (6). El resultado es otra vez s0l0 24
ecuaciones independientes para las métricas (50) y (52). Si se fuerza anti-simetria adicional (Ec.
(51)), no se obtiene solucidn. Todos los resultados se resumen en la Tabla 1. El sistema de
ecuaciones para torsion anti-simétrica tipica muestra una conducta idéntica ala de torsion
totalmente anti-simétrica si no se supone anti-simetria adicional de las conexiones. Cuando éste es

€l caso, no hay soluciones para la torsion totalmente anti-simétrica.

Métricadiagonal | Métrica con Metrica con Métrica con
elementos no elementos no elementos
diagonales de diagonales de no diagonales
simet. especial simetria general asimétricos
Gy (xH,xV) 9w (x°,x*, x%,x%) | generales

Base Ec.(6) 24 24 24 -
Base Ec.(6) + 4 4 - -
cond.antisim. no

diagonal

Base Ec.(42) 24 24 24 -
(Torsidn compl.

antisimétrica)

Base Ec.(42) - - - -
(Torsion) +

cond. antisim. no

diagonal

Tabla 1: NUmero de ecuaciones independientes de compatibilidad métrica (- significa
ecuaciones no resolubles).

7. Ecuacion del conmutador .
El conmutador de derivadas covariantes conduce a la conocida ecuacion del conmutador [2]

Pu Dy ]/K = "/WV'1 — T4, D V¥ (53)

donde V¥ es un vector arbitrario. El lado izquierdo es anti-simétrico en p,v por definiciOn.El tensor de

Riemann R"Aw se define anti-simétricamente en sus dos Ultimos indices, y los mismo se cumple para
latorsion. Por lo tanto, ambos lados de |a ecuacion son distintos de cero en general paray = v, pero
desaparecen para i = v. S0l0 en el tensor de torsion la parte anti-simétricade laconexion I €S

efectiva. Si la conexidn es simétrica, latorsion desaparece. Sin embargo, el tensor de Riemann no
desaparece pues esta definido en forma anti-simétrica irrespectivamente de la simetria de |a conexion.



Por lo tanto, para una conexiOn simétrica, la ecuacion del conmutador simplemente se reduce a

[Du DyVE = R, VA (54)

Para p = v ambos lados desaparecen nuevamente, pero no para u # v.

8. Discusion y Conclusiones
En trabajo previo, donde se utilizaba la conexidn simétrica de lareatividad einsteiniana (hoy dia

obsoleta) [2] conviene comenzar con una métricay luego computar 1os simbolos de Christoffel con
la Ec.(5). Conociendo la métricay las conexiones, todos los elementos de curvatura de la geometria
de Riemann (tensor de Riemann, de Ricci, etc.) pueden computarse. Lo mismo para la geometria
de Cartan. Se comenzaria con latétrada, que es latransformacién de coordenadas entre la variedad

basey €l espacio tangente. La metrica se computa entonces mediante

Juw = qauqbv Nap (55)

donde 1, es la métricade Minkowski. La conexion I' se computaya seade las Ecs. (6) o (42)
(en caso de torsion totalmente anti-simétrica). Con laconexion 1, pueden determinarse los
tensores de torsiOn y curvatura, como en la relatividad eisteiniana. Sin embargo, la identidad de

Bianchi contiene torsion y debe verificarse separadamente.

Hemos mostrado que la conexidn o simbolo de Christoffel tiene elementos diagonales que no
desaparecen. Puede forzarse la anti-simetria en |os elementos no diagonales, pero hay un
problema para definir una derivada covariante Unica para variedades con torsion, porque los
meétodos descritos aqui no conducen a una solucion Unica para las conexiones de Christoffel. Este
problema surge para la torsion con anti-simetria en los dos ultimos indices, a igual que en
torsion totalmente anti-simétrica. Podemos comparar este problema de indeterminacion con la
relatividad einsteiniana, donde constituye una caracteristica intrinseca Como las ecuaciones de

campo de Einstein son covariantes generalizadas, una transformacion de coordenadas de laforma

x'* = x""(x0 x1, x2, x3) (56)



siempre puede ejecutarse, dejando a las ecuaciones de campo sin cambios. Esto significa que los
10 elementos independientes de la métrica poseen 4 pardmetros libres, 0 4 ecuaciones deben de
definirse adicionalmente para hacer alamétrica - y ala derivada covariante - Unicas. En teoria

einsteiniana esto constituye una restriccion sobre el tensor de Einstein, G*V:

D,G* =0 (57)

n

que es un requisito de invariancia que consiste de 4 ecuaciones. A veces esto se utiliza como una
condiciOn gauge" para hallar soluciones de la ecuacién de campo. En teoria ECE, la transformacion
de coordenadas ya viene dada por latétraday la métrica en laEc.(54) esta definida en forma Unica.
No hay opcion para parametros libres en lameétrica. Esto no puede ser posible porque la tétrada es
idénticaa potencial, segun el primer axioma de ECE y esto no puede reordenarse segiin gauge.

Si se conoce la torsion, por ejemplo resolviendo las ecuaciones de campo, entonces pueden

computarse las conexiones de Christoffel a partir de la Ec. (14) de una manera directa y Unica. No

parece posible efectuarlo en la "formageométrica establecida de Riemann".

En futuras investigaciones podria deducirse una métrica significativa con torsiOn, para ejemplos de

la Ec.(55) y podria compobarse si los mismos problemas de unicidad surgen en dicho caso.
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