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Resumen.

Se demuestra la aceleracion en el sistema de coordenadas polares esfericas como un .
ejemplo de una derivada covariante de Cartan con conexion de espin bien definida, El analisis
lagrangiano de varios movimientos del giroscopo se da en terminos de conjuntos de ecuaciones
diferenciales simultaneas, las cuales se resuelven mediante el empleo del programa de calculo
numerico Maxima, para dar soluciones completas. La geometria subyacente siempre es
geometria de Cartan. Los problemas resueltos de esta manera son: 1) el giroscopo en un campo
gravitacional; 2) el giroscopo con la punta fija sobre un soporte; 3) la teoria de las orbitas
esfericas; 4) la teoria general de un giroscopo en un campo de fuerzas externo, 5) la teoria
general de los ciclos de Milankovitch.

Palabras clave: teoria ECE, geometria de Cartan, movimientos de un giroscopo, ciclos de
Milankovitch.

























3.  Soluciones numéricas y gráficas de resultados selectos. 
 
 
Consideraremos en esta sección tres casos especiales de movimiento de giróscopo. 
 
 
3.1 Movimiento de un goróscopo en caída libre. 
 
Computamos el movimiento de un trompo simétrico con un punto fijo, en donde dicho punto 
fijo se mueve libremente en la dirección Z. Éste es un giróscopo en caída libre. El modelo del 
giróscopo fijo, con ángulos de Euler θ, ϕ, ψ, se extiende mediante una coordenada R, que 
representa el movimiento en la dirección Z, ver Fig. 1. Entonces, la parte rotacional del 
lagrangiano es, según la Ec. (46):  
 
 

 Trot = 
�

�
 I12 (�� � sen(θ)2 +  ���) +  �

�
 I3 (��  cos(θ) + ��  )2  .                                         (79) 

 
 
La parte traslacional debe de extenderse mediante un término �� , que representa la velocidad 
en la dirección Z: 
 
 

 Ttrans =  �
�

  (��   + h��sen(θ))2  .                                                                                    (80) 

 
 
Correspondientemente, la energía potencial es 
 
 
 U = mg(hcos(θ) + R)  .                                                                                               (81) 
 
 
con aceleración gravitacional g. El lagrangiano es 
 
 
 L  =  Trot + Ttrans – U .                                                                                               (82) 
 
 
Las cuatro ecuaciones de Lagrange consisten en tres ecuaciones para θ, ϕ, ψ, como 
anteriormente, más una adicional para la coordenada R: 
 
 
 �
  = hθ
  sen(θ) + h���cos(θ) −  g.                                                                                (83) 
 
 
Existe un acoplamiento entre las derivadas segundas de R y θ, de manera que ésta no es la 
forma canónica. Resolviendo el sistema de ecuaciones de Lagrange de cuatro incógnitas �
 , �
 , 
�
 , �
  da entonces las ecuaciones canónicas 
 



 
 
Las soluciones numéricas de las ecuaciones (84-87) se presentan en las Figs. 2-4, para un 
conjunto adecuado de condiciones iniciales. Puede verse, a partir de la Fig. 2, que los ángulos 
de nutación y precesión (θ y ϕ) oscilan con cambio de fase, mientras que el ángulo de rotación 
(ψ) aumenta en forma aproximadamente lineal, es decir que la velocidad de rotación es casi 
constante, pero modulada por las posiciones de los otros ángulos. Hay un impacto sobre la 
rotación del cuerpo rígido alrededor del eje de su cuerpo. Este efecto no puede ocurrir cuando 
solamente se utilizan dos ángulos del sistema de coordenadas polares (θ, ϕ), ya que entonces 
se reduce un grado de libertad y falta información esencial. El giróscopo se está moviendo en 
caída libre, en una dirección negativa de Z. Esto puede observarse a partir de la parábola de 
caída libre de R (Fig. 3). En semejante caso la velocidad sería lineal, pero está modulada por la 
precesión angular. La curva espacial del centro de masa (Fig. 4) muestra una hélice elíptica con 
ángulo de torsión variable debido a la aceleración en la dirección – Z. 
 
 
3.2  Explicación del experimento de Laithwaite. 
 
En el experimento de Laithwaite, un trompo en rotación se levanta de un modo tal que, durante 
el despegue, se mueve el eje de una manera que la fuerza de elevación es obviamente pequeña 
en comparación con el peso del trompo en rotación (ver el video del Laithwaite publicado en 
YouTube). Puede que se modifiquen las condiciones iniciales de nutación, de manera tal que, 
por un momento, se contractúe la fuerza gravitacional. Esto significa que 
 
 
 �
  = 0                                                                                                                          (88) 
 
 
durante este momento. Insertando esto en la Ec.(87), y suponiendo I12 = I3 por motivos de 
simplicidad, ello conduce a la condición 
 
 
 g = h���cos(θ) – h����  sen(θ)2   .                                                                                (89) 
 
 
Los resultados de simulación muestran que semejante condición puede alcanzarse mediante un 
fuerte valor inicial negativo de �� , dando un golpe al trompo en rotación. Entonces la posición 
del punto fijo (sostenido con la mano) sobrepasa la posición inicial, tal como se observa en la 



Fig. 5. La velocidad vertical v = ��  es positiva y oscila de un modo relativamente fuerte durante 
el movimiento posterior. La condición de falta de peso, la Ec. (89), se representa en la Fig. (6). 
Se representan gráficamente el lado derecho y el lado izquierdo de la ecuación, y el trompo 
deja de tener peso en el punto de intersección de ambas curvas. Los detalles dependen de los 
parámetros seleccionados. Nuestro cálculo es solo un modelo de cálculo, sin el empleo de 
valores reales para los parámetros, dado que ello requeriría un esfuerzo de investigación 
considerable. Podemos mostrar que el experimento de Laithwaite es en principio posible sobre 
la base de la dinámica clásica. 
 
 
3.3 Torque externo 
 
Puede introducirse un torque externo mediante una fuerza generalizada en el mecanismo de 
Lagrange. Dado que aquí estuvimos trabajando con potenciales, definimos un potencial que 
nos dé un torque constante Tqo en la dirección Z (para el ángulo ϕ) mediante      
 
 

 Tq = − 

��


�
                                                                                                (90)                    

 
 
con 
 
 Uq = − Tqo ϕ                                                                                                               (91) 
 
 
y sumando esto a la energía potencial. 
 
 
 U = mg(hcos(θ) + R)  + Uq .                                                                                      (92) 
 
 
Este término – si se elige de modo tal que no sea demasiado pequeño – posee un impacto 
enorme sobre el movimiento del giróscopo. Los resultados pueden llegar a ser muy exóticos en 
función del valor de Tqo y de las condiciones iniciales. La Fig. 7 muestra las tres frecuencias 
angulares. Hay una fase inicial en donde la rotación ϕ permanece constante, a pesar de que se 
está aplicando una fuerza externa. Luego de esta fase, ��  se incrementa linealmente en promedio 
debido al torque, como habría de esperarse. Las correspondientes trayectorias angulares se 
representan en la Fig. 8. El ángulo θ muestra una nutación. Resulta interesante observar que la 
auto-rotación del giróscopo cambia de dirección luego de la fase inicial, permaneciendo en el 
mismo sitio durante un momento (cuando está cruzando el eje en el valor igual a cero). La 
velocidad vertical (Fig. 9) muestra fuertes oscilaciones, las cuales incluso resultan detectables 
en el movimiento lineal R. La fase incial es claramente discernible del resto mediante una 
inspección de la curva espacial del centro de masa (Fig. 10). Luego de algún movimiento inicial 
irregular, domina la rotación ϕ.  
 
 Otros efectos, más complejos, surgen cuando se provoca que Tq tenga periodicidad 
temporal, como por ejemplo 
 



 Tq = Tqo cos(ωt)                                                                                                          (93) 
 
con una frecuencia temporal ω. Entonces pueden surgir nuevos efectos, como heterodinos en 
velocidades angulares, tal como en el ejemplo mostrado en la Fig. 11. En este caso, no hay 
rotación continua en la dirección ϕ. Mediante condiciones iniciales adecuadas, se vuelve 
incluso posible detener todas las rotaciones. 
 
 No fue posible confirmar el efecto de elevación, investigado experimentalmente por 
Shipov. Mediante la aplicación de un torque en ϕ (es decir, alrededor de la dirección Z) un 
giróscopo debiera de perder peso. Esto podría ser por un incremento en momento lineal, en 
contra de la fuerza gravitacional. Aun cuando los momentos pueden intercambiarse entre toda 
clase de movimientos, un formalismo lagrangiano conserva el momento total. Esto podría 
evitarse mediante al aplicación de un torque externo, pero parecería que varios tipos de torque 
deben de conectarse y desconectarse, siguiendo un patron complejo, a fin de obtener un 
movimiento lineal resultante en contra de la fuerza gravitacional. Un simple torque ϕ no 
pareciera ser capaz de producir semejante efecto. 
 
 
 

 
 

Figura 1: Geometría de un giróscopo en caída libre, con un punto fijo. 
 
 

 
Figura 2: Trayectorias θ(t), ϕ(t), ψ(t), para un giróscopo en caída libre. 

 



 
 

 
 

Figura 3:  Velocidad vertical v(t) y altura R(t) para un giróscopo en caida libre. 
 
 
 

 
 

Figura 4:  Curva espacial para un giróscopo en caída libre. 
 
 
 



 
 

Figura 5:  Ejemplo de valores v(t) y R(t) para el experimento de Laithwaite. 
 
 
 
 
 

 
Figura 6:  Ambos lados de la Ec.(89), demostrando los puntos sin peso. 

 
 
 
 



 
Figura 7:  Trayectorias ��(t), �� (t), �� (t), para un torque externo ϕ. 

 
 
 
 
 

 
Figura 8:  Trayectorias θ(t), ϕ(t), ψ(t), para un torque externo ϕ. 

 

 

 



 
Figura 9:  Trayectorias v(t), R(t), para un torque externo ϕ. 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 10 :  Curva espacial para un torque externo ϕ. 

 

 

 

 

 

 



 
Figura 11:  Velocidades angulares para un torque externo ϕ variable en función del tiempo. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 




