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Resumen.

Se demuestra la aceleracion en el sistema de coordenadas polares esféricas como un -
ejemplo de una derivada covariante de Cartan con conexion de espin bien definida. El analisis
lagrangiano de varios movimientos del giréscopo se da en términos de conjuntos de ecuaciones
diferenciales simultaneas, las cuales se resuelven mediante el empleo del programa de calculo
numeérico Maxima, para dar soluciones completas. La geometria subyacente siempre es
geometria de Cartan. Los problemas resueltos de esta manera son: 1) el giréscopo en un campo
gravitacional; 2) el giréscopo con la punta fija sobre un soporte; 3) la teoria de las orbitas
esféricas; 4) la teoria general de un giréscopo en un campo de fuerzas externo, 5) la teoria
general de los ciclos de Milankovitch.
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1. Introduccion.

En esta serie de trescientos sesenta y nueve documentos y libros a la fecha [1-12],
se han desarrollado las teorias de campo unificado ECE y ECE2 en términos de la conocida
geometria de Cartan [1-12]. En consecuencia, cada uno de los documentos y libros se basa en
geometria de Cartan, y se desarrolla la fisica como una variacion del tema central. En la Seccion
2, se muestra el sistema de coordenadas polares esféricas fundamental como ejemplo de
geometria de Cartan, con una conexion de espin bien definida. En general, cualquier sistema
de coordenadas curvilineo es una variacion de la geometria de Cartan, definiéndose cada
sistema de coordenadas por una conexion de espin. Este nuevo teorema fundamental se
ejemplifica mediante aplicaciones para el movimiento de un giréscopo de diversos tipos: 1) el
giréscopo en un campo gravitacional; 2) el girésopo vinculado a un soporte; 3) la teoria
completa de las orbitas esféricas; 4) la teoria general de un girdscopo en un campo de fuerzas
externo; 5) la teoria general de los ciclos de Milankovitch.

Este documento es una breve sinopsis de extensos y detallados calculos contenidos
en las Notas de Acompafiamiento del documento UFT369, publicadas en el portal
www.aias.us. La Nota 369(1) describe la teoria de un girdscopo en un campo gravitacional; la
Nota 369(2) es la teoria de un girdscopo sin peso; la Nota 369(3) es una teoria preliminar de
los ciclos de Milankovitch; las Notas 369(4) a 369(6) deducen la conexion de espin del sistema
de coordenadas polares esféricas y generalizan el resultado para cualquier sistema de
coordenadas curvilineas; la Nota 369(7) da una teoria completa de las orbitas esféricas; la Nota
369(8) describe la teoria general del giréscopo en un campo externo, y la Nota 369(9) da una
teoria general de los ciclos de Milankovitch. Estas teoras son variaciones sobre el tema del
movimiento de un giréscopo, y cada problema se resuelve mediante conjuntos de ecuaciones
diferenciales simultaneas en las variables de Lagrange relevantes.

La Seccion 2 es una breve sindpsis del analisis lagrangiano relevante en cada caso.
La Seccion 3 resuelve las ecuaciones diferenciales simultaneas, y representa graficamente los
resultados mas importantes.

2. Variacion sobre el tema del movimiento de un giréscopo.

Estas variaciones se basan en el Sistema de coordenadas relevante, en especifico en
sistema polar esférico. Al igual que en la Nota 369(4), se demuestra en el inicio de esta seccion
que el sistema de coordenadas polares esféricas se caracteriza por una derivada convectiva y
una matriz de conexion de espin bien definidas en la geometria de Cartan. La nota se inicia
mediante una recopilacion de la derivacion de la conexion de espin del sistema polar plano, y
procede a definir la aceleracion en el sistema polar esférico como la derivada covariante de
Cartan de la velocidad. De manera que todos los sistemas de coordenadas constituyen ejemplos
de la geometria de Cartan. Consideremos la velocidad lineal [1-12] en el sistema polar esférico:
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en notacion tradicional [1-12]. La aceleracion lineal viene dada por:
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La aceleracion se define mediante la siguiente derivada covariante de Cartan:
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en donde la matriz del lado derecho es la conexion de espin, y es un generador de rotacion
tridimensional. El resultado equivalente en coordenadas polares planas es:
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en donde la matriz de 2 x 2 es la conexion de espin, generador de rotacion en un plano.

La velocidad lineal en coordenadas polares esféricas es:
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y la dindmica de los vectores unitarios se describe mediante:
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Se deduce que la Ec. (6) puede expresarse como:

&V__é- -V r—é_\_/ﬁ.-ﬁér‘

At T T At
%’d@.eje\/——&\lﬁ eg\i

1y = dglonti) gy B - &y

En el sistema polar plano, la dinamica de los vectores unitarios puede resumirse como:
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de manera que se deduce que la Ec. (7) puede expresarse como:
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Se observa que el conjunto de ecuaciones (12) a (14) y (17) a (18) exhiben la misma
estructura global basada en geometria de Cartan. De manera que los diversos movimientos del
giréscopo, desarrollados como sigue, son variaciones sobre el tema de la geometria de Cartan

y covariancia generalizada en teoria de la relatividad.

El primer ejemplo considera, como en la Nota 369(7), la 6rbita esférica de una masa
m alrededor de una masa M en un campo de fuerzas central:

donde la energia potencial es:
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La Ec. (19) puede desarrollarse como:

- dt

——



donde @ es la velocidad angular en coordenadas polares esféricas, y v es la velocidad lineal. Se
deduce que:
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de manera que:

o (V\ C:r (23

que es la ecuacion de Leibniz para una orbita tridimensional. Para el campo de fuerzas central
(21):
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de manera que
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donde as y ag vienen dados por la Ec. (2). El lagrangiano para la orbita esférica es:
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y las tres ecuaciones de Euler Lagrange son:
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A partir de las Ecs. (26) y (27):
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que es la Ec. (23), Q. E.D.

Las Ecs. (26) y (29) dan el momento angular L. como una constant de movimiento:
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Las Ecs. (26) y (28) dan:
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de manera que, como se ilustra en la Nota 369(7), la solucién completa para cualquier érbita
esférica viene dada a través de la resolucion de las siguientes tres ecuaciones diferenciales
simultaneas: C
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Esto se lleva a cabo en la Seccion 3 mediante el empleo del codigo Maxima. En general, todas
las orbitas son orbitas esféricas.

'Las Notas 369(1) y 369(2) dan detalles completos del movimiento de un girdscopo en
un campo gravitacional, utilizando el método lagrangiano. Se refiere a los lectores a estas notas
para mayores detalles. Desarrollan los resutados del documento UFT368. Un resultado
importante es que la condicion para la ausencia de peso en el girdscopo es:
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y esta teoria da soporte al resultado reproducible y repetible de Laithwaite, descrito en el
documento UFT368. Bajo ciertas condiciones bien definidas, el giréscopo puede parecer como
carente de peso.

En la Nota 369(8), se proporciona una teoria general para un giréscopo en un campo de
fuerzas externo, utilizando el lagrangiano:
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La energia cinética traslacional viene dada por:
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donde r es la posicion, en el marco de referencia del laboratorio, del centro de masa del
giréscopo de masa m. La energia cinética rotacional se define en el marco (1, 2, 3) de los
principales momentos de inercia [y, I> y /5 del girdscopo. Aqui, w1, w2y @3 son las velocidades
angulares en los ejes 1, 2, y 3. En general [1-12] la energia potencial se define mediante:
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en términos del trabajo realizado por la fuerza F para transportar el centro de masa del
giréscopo desde el punto 1 al punto 2. Una solucion de la Ec. (40) es:
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que corresponde al torque externo:
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aplicado al giréscopo. La energia potencial, un escalar, es la misma en el marco del laboratorio
(X, Y, Z) que en el marco (1, 2, 3).

En término de los angulos de Euler 8, ¢, w [1-12], las velocidades angulares son:
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en donde cualquier clase de fuerza externa F puede definirse en el marco del laboratorio (X,

Y, Z)
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en la notacion de UFT 368. El giroscopo con un punto fijo no puede trasladarse, de manera:
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Si se permite que se mueva la punta del giréscopo, y se aplica una fuerza externa, el lagrangiano
(49) se generaliza a:
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el lagrangiano deviene: ,
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Las variables de Lagrange son 7, 6, ¢, y, y la dinamica del giréscopo se describe mediante las
cuatro ecuaciones de Euler Lagrange ngw
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Para una energia potencnal que depende solamente de r
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estas ecuaciones de Euler Lagrange dan (UFT368):
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Para una energia potencial de tipo (59), el movimiento traslacional del centro de masa
del giréscopo es independiente de su propio movimiento rotacional (nutaciones y precesiones).
Sin embargo, en ¢l caso general:
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los movimientos rotacional y traslacional estan interrelacionados.

Finalmente, la Nota 369(9) considera el caso general de los ciclos de Milankovitch, los
cuales se consideran como debidos a las nutaciones y precesiones del trompo giroscopico
asimétrico, de masa m, en el campo gravitacional del Sol, de masa M. La distancia entre el Sol
y ¢l centro de masa del giréscopo es r en el marco de referencia del laboratorio (X, Y, Z). La
distancia entre el centro de masa y un punto en el giréscopo es r| , en el mismo marco del
laboratorio. De manera que el lagrangiano es:
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donde U es el potencial gravitacional:
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La posicion del centro de masa es:
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La posicion de 71 se define en el marco (1, 2, 3) de los principales momentos de inercia:
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endonde 711,72y 73 son constantes definidas por la forma del giréscopo y se relacionan
con los momentos de inercia principales.

De manera que el movimiento combinado es de nutacion y de precesion del
giroéscopo, sobreimpuesto al movimiento orbital.

La transformacion desde (1, 2, 3) a (X, Y, Z) viene dada por [1-12]:

—

2] [V cenp S|[cmd 0 2ub |emd S o\l v

/ ) =
e -:f-»%(\% V@‘{) 0 40 l D ~%np u05¢ O J @7)
= o o | O ¥ilo © |||

en términos de los angulos de Euler. Por lo tanto:
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Por lo tanto, el lagrangiano es:
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Si se considera que la orbita es plana, entonces:
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Por lo tanto, la dinamica viene dada por las cinco ecuaciones de Euler Lagrange, en cinco
variables de Lagrange, como sigue
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Estas deben de resolverse simultineamente. Nétese que:
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Estas pueden evaluarse mediante algebra computacional, a fin de evitar error humano. Por lo
tanto, el lagrangiano es:
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Se observa que los ciclos de Milankovitch son el resultado de una dinamica intrincada, en
donde todos se encuentran interrelacionados. La solucion para este problema se comenta en la
Secciéon 3 mediante el empleo de métodos numéricos.



3. Soluciones numéricas y graficas de resultados selectos.
Consideraremos en esta seccion tres casos especiales de movimiento de girdscopo.

3.1 Movimiento de un goroscopo en caida libre.

Computamos el movimiento de un trompo simétrico con un punto fijo, en donde dicho punto
fijo se mueve libremente en la direccion Z. Este es un giroscopo en caida libre. E1 modelo del
giréscopo fijo, con angulos de Euler 6, ¢, v, se extiende mediante una coordenada R, que
representa el movimiento en la direccion Z, ver Fig. 1. Entonces, la parte rotacional del
lagrangiano es, segun la Ec. (46):
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La parte traslacional debe de extenderse mediante un término R, que representa la velocidad
en la direccion Z:

Tirans = % (R + hésen(0))? . (80)
Correspondientemente, la energia potencial es

U =mg(hcos(d) + R) . (81)
con aceleracion gravitacional g. El lagrangiano es

L = Tor+ Toans - U (82)

Las cuatro ecuaciones de Lagrange consisten en tres ecuaciones para 6, ¢, y, como
anteriormente, mas una adicional para la coordenada R:

R =10 sen(6) + hB?cos(d) — g. (83)

Existe un acoplamiento entre las derivadas segundas de R y #, de manera que ésta no es la
forma candnica. Resolviendo el sistema de ecuaciones de Lagrange de cuatro incognitas 6, ¢,
1, R da entonces las ecuaciones candnicas
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Las soluciones numéricas de las ecuaciones (84-87) se presentan en las Figs. 2-4, para un
conjunto adecuado de condiciones iniciales. Puede verse, a partir de la Fig. 2, que los angulos
de nutacion y precesion (0'y ¢) oscilan con cambio de fase, mientras que el angulo de rotacion
(w) aumenta en forma aproximadamente lineal, es decir que la velocidad de rotacion es casi
constante, pero modulada por las posiciones de los otros dngulos. Hay un impacto sobre la
rotacion del cuerpo rigido alrededor del eje de su cuerpo. Este efecto no puede ocurrir cuando
solamente se utilizan dos angulos del sistema de coordenadas polares (6, ¢), ya que entonces
se reduce un grado de libertad y falta informacion esencial. El girdscopo se estd moviendo en
caida libre, en una direccidon negativa de Z. Esto puede observarse a partir de la parabola de
caida libre de R (Fig. 3). En semejante caso la velocidad seria lineal, pero estd modulada por la
precesion angular. La curva espacial del centro de masa (Fig. 4) muestra una hélice eliptica con
angulo de torsion variable debido a la aceleracion en la direccion - Z.

3.2 Explicacion del experimento de Laithwaite.

En el experimento de Laithwaite, un trompo en rotacion se levanta de un modo tal que, durante
el despegue, se mueve el eje de una manera que la fuerza de elevacion es obviamente pequena
en comparacion con el peso del trompo en rotacion (ver el video del Laithwaite publicado en
YouTube). Puede que se modifiquen las condiciones iniciales de nutacion, de manera tal que,
por un momento, se contractie la fuerza gravitacional. Esto significa que

B=0 (88)

durante este momento. Insertando esto en la Ec.(87), y suponiendo /1> = I3 por motivos de
simplicidad, ello conduce a la condicion

g = hB?cos(d) - hdy sen(h)* . (89)

Los resultados de simulacion muestran que semejante condicion puede alcanzarse mediante un
fuerte valor inicial negativo de 8, dando un golpe al trompo en rotacion. Entonces la posicion
del punto fijo (sostenido con la mano) sobrepasa la posicion inicial, tal como se observa en la



Fig. 5. La velocidad vertical v =R es positiva y oscila de un modo relativamente fuerte durante
el movimiento posterior. La condicidn de falta de peso, la Ec. (89), se representa en la Fig. (6).
Se representan graficamente el lado derecho y el lado izquierdo de la ecuacién, y el trompo
deja de tener peso en el punto de interseccion de ambas curvas. Los detalles dependen de los
parametros seleccionados. Nuestro calculo es solo un modelo de calculo, sin el empleo de
valores reales para los pardmetros, dado que ello requeriria un esfuerzo de investigacion
considerable. Podemos mostrar que el experimento de Laithwaite es en principio posible sobre
la base de la dinamica clasica.

3.3 Torque externo
Puede introducirse un torque externo mediante una fuerza generalizada en el mecanismo de

Lagrange. Dado que aqui estuvimos trabajando con potenciales, definimos un potencial que
nos dé un torque constante 7y, en la direccion Z (para el &ngulo ¢) mediante

r,- -2 90
=99 (90)
con
Up=—=Tg ¢ o)
y sumando esto a la energia potencial.
U=mg(hcos(0) +R) +Uj,. (92)

Este término — si se elige de modo tal que no sea demasiado pequefio — posee un impacto
enorme sobre el movimiento del girdscopo. Los resultados pueden llegar a ser muy exoticos en
funcion del valor de 7,0y de las condiciones iniciales. La Fig. 7 muestra las tres frecuencias
angulares. Hay una fase inicial en donde la rotacion ¢ permanece constante, a pesar de que se
esta aplicando una fuerza externa. Luego de esta fase, ¢ se incrementa linealmente en promedio
debido al torque, como habria de esperarse. Las correspondientes trayectorias angulares se
representan en la Fig. 8. El angulo # muestra una nutacién. Resulta interesante observar que la
auto-rotacion del girdscopo cambia de direccion luego de la fase inicial, permaneciendo en el
mismo sitio durante un momento (cuando estd cruzando el eje en el valor igual a cero). La
velocidad vertical (Fig. 9) muestra fuertes oscilaciones, las cuales incluso resultan detectables
en el movimiento lineal R. La fase incial es claramente discernible del resto mediante una
inspeccion de la curva espacial del centro de masa (Fig. 10). Luego de algiin movimiento inicial
irregular, domina la rotacion ¢.

Otros efectos, mas complejos, surgen cuando se provoca que 7y tenga periodicidad
temporal, como por ejemplo



Ty = Tyo cos(wt) (93)

con una frecuencia temporal w. Entonces pueden surgir nuevos efectos, como heterodinos en
velocidades angulares, tal como en el ejemplo mostrado en la Fig. 11. En este caso, no hay
rotacion continua en la direccion ¢. Mediante condiciones iniciales adecuadas, se vuelve
incluso posible detener todas las rotaciones.

No fue posible confirmar el efecto de elevacion, investigado experimentalmente por
Shipov. Mediante la aplicacion de un torque en ¢ (es decir, alrededor de la direccién Z) un
girdscopo debiera de perder peso. Esto podria ser por un incremento en momento lineal, en
contra de la fuerza gravitacional. Aun cuando los momentos pueden intercambiarse entre toda
clase de movimientos, un formalismo lagrangiano conserva el momento total. Esto podria
evitarse mediante al aplicacion de un torque externo, pero pareceria que varios tipos de torque
deben de conectarse y desconectarse, siguiendo un patron complejo, a fin de obtener un
movimiento lineal resultante en contra de la fuerza gravitacional. Un simple torque ¢ no
pareciera ser capaz de producir semejante efecto.

Figura 1: Geometria de un giréscopo en caida libre, con un punto fijo.
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Figura 2: Trayectorias 6(¢), ¢(t), w(t), para un girdscopo en caida libre.
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Figura 3: Velocidad vertical v(¢) y altura R(¢) para un giroscopo en caida libre.

Figura 4: Curva espacial para un girdéscopo en caida libre.
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Figura 5: Ejemplo de valores v(¢) y R(¢) para el experimento de Laithwaite.
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Figura 6: Ambos lados de la Ec.(89), demostrando los puntos sin peso.
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Figura 7: Trayectorias 0(¢), ¢(¢), Y(f), para un torque externo ¢.

" theta
phi
psi

1] 5 10 15 20
fme

e

Figura 8: Trayectorias 6(¢), #(t), w(t), para un torque externo ¢.
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Figura 9: Trayectorias v(¢), R(f), para un torque externo ¢.
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Figura 10 : Curva espacial para un torque externo ¢.
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Figura 11: Velocidades angulares para un torque externo ¢ variable en funcion del tiempo.
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