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Resumen.

Se demuestra que la dinamica rotacional se ve gobernada, en general, por la
derivada covariante de Cartan, cuya conexion de espin es una matriz bien definida de
velocidades angulares. Esta matriz puede expresarse en términos de cualquier conjunto de
coordenadas, asi como en términos de angulos de Euler. Por lo tanto, la dinamica rotacional
es una subestructura de la geometria de Cartan, y puede extenderse de muchas maneras
diferentes, utilizando los principios de la geometria de Cartan y la teoria ECE2. Se incluyen
ejemplos de aplicaciones de la teoria a varios tipos de movimientos del girésopo.
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1. Introduccion.

En documentos y libros recientes de esta serie [1-12], se ha desarrollado de varias
maneras la teoria del giréscopo, y se ha aplicado la misma para explicar el conocido
experimento de Laithwaite, en el cual un giréscopo, sostenido a corta distancia del cuerpo,
parece no tener peso. En la Seccion 2 de este documento se demuestra que la dindmica
rotacional en general es un ejemplo de la derivada covariante de Cartan, con una conexién de
espin bien definida, y de este modo la dinamica rotacional constituye un limite bien definido
de la teoria ECE2. Este resultado se ejemplifica mediante aplicaciones a la dindmica rotacional
del trompo asimétrico, utilizando angulos de Euler y coordenadas polares esféricas. Se define
la transformacion de coordenadss polares esféricas a angulos de Euler. El empleo de
coordenadas polares esféricas simplifica el desarrollo de la dindmica de un giréscopo con un
punto fijo, y permite que el torque relevante esté bien definido. Habiendo alcanzado esta
comprension, puede investigarse el efecto de un torque adicional. Laithwaite utilizé un torque
adicional para levantar el girscopo, y este torque puede modelarse mediante una computadora.
Se desarrolla un modelo de una pesa de mano para el planeta Tierra, tratado como un giréscopo
en Orbita alrededor del Sol. Esta teoria sienta las bases de los ciclos de Milankovitch.
Finalmente, se desarrolla la energia cinética traslacional en términos de los dngulos de Euler y
las coordenadas polares esféricas, una teoria que puede emplearse para érbitas esféricas y para
la descripcion de las nutaciones y precesiones de la Tierra en érbita.

En la Seccién 3, se analiza y desarrolla numéricamente un modelo de pesa de mano,
con grificas del movimiento. Se incluyen graficas de ejemplos de soluciones para los
problemas resueltos en la Seccion 2. El avance clave es el empleo del cédigo Maxima para
resolver los conjuntos relevantes de ecuaciones de Euler Lagrange.

2. Dinamica rotacional como geometria de Cartan.

Se desarrolla el movimiento rotacional a partir de primeros principios en la Nota
370(3), la cual debiera de leerse junto con esta sindpsis. Estos principios son bien conocidos,
pero se presentan con todo detalle en la Nota 370(3), por claridad de exposicion. Resultan en
el conocido teorema para la derivada temporal de cualquier vector F:
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El lado izquierdo de esta ecuacion es la derivada en el marco de referencia del laboratorio
(X, Y, Z), mientras que el lado derecho es la derivada en el marco en rotacién (1, 2, 3). Aqui,
@ es el vector de la velocidad angular definido en el marco (1, 2,3).  Un ejemplo del marco
(1, 2, 3) es aquel de los principales momentos de inercia del trompo asimétrico en rotacién. En
el marco cartesiano, a menudo conocido como el marco inercial, los ejes de coordenadas no se
mueven, pero en el marco (1, 2, 3) los ejes de coordenadas mismos estan rotando. La Nota
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370(3) incluye todos los detalles. Notese cuidadosamente que la dinamica newtoniana se define
en el marco inercial. En el marco (1, 2, 3), por ejemplo para un girdscopo, aparecen mas
términos, tales como las fuerzas centrifuga y de Coriolis.

La Ec. (1) puede expresarse como:
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donde w1, w2 y w3 son components de la velocidad angular en el marco (1, 2, 3). La Ec. (2)
es un caso especial de la derivada covariante de Cartan:
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donde 02, denota la conexion de espin de Cartan [1-12]. Considerando los componentes:
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La matriz de conexion de espin de Cartan para dinamica rotacional es, por lo tanto:
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Un ejemplo de la Ec. (1) es el torque definido por:
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donde L es el momento angular. Utilizando:
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donde /; son los principales momentos de inercia para:

L=1,2,3

La Ec. (8) deviene las ecuaciones de Euler en el marco (1, 2, 3)
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La conexi6n de espin de Cartan para las ecuaciones de Euler viene, por lo tanto, dado por la

Ec. (7):

b —

a
——Q-O(o = LO5 O ..-(_Ol

-U.)Z w‘ O

El vector de torque viene definido por:
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Estas ecuaciones de torque se cumplen en general. En términos de los angulos de Euler 8, ¢
y ¥, las velocidades angulares vienen dadas por:
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El lagrangiano relevante se desarrolla en la Nota 370(4), y es:
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con las variables de Lagrange r, 6, ¢ y v . El lagrangiano es una suma de la energia cinética
traslacional del centro de masa del trompo asimétrico:
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su energia cinética rotacional:
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que generalmente es una funcion de las cuatro variables de Lagrange. La dinamica se define
completamente a través de las cuatro ecuaciones de Euler Lagrange:

y la energia potencial
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que pueden resolverse mediante Maxima, tal como en los documentos inmediatamente

precedentes.

En términos de las coordenadas polares esféricas (Nota 370(5)), la matriz de conexidn
de espin es:
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donde en subindice 1 se emplea para distinguir los dngulos del sistema de coordenadas polares
esféricas de los angulos de Euler. De manera que:
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y el vector de velocidad angular en el marco (1, 2, 3) es:
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La energia cinética rotacional de un trompo asimétrico que gira libremente es, por lo tanto:
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y la solucién simultinea de las dos ecuaciones de Euler Lagrange:
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da las trayectorias ¢1(7), 61(7) y las velocidades angulares ¢, 8, del trompo asimétrico. Se
incluyen algunos detalles de cilculos en la Nota 370(5), y el algebra puede procesarse por
completo mediante el codigo Maxima.

Por lo tanto, el vector de velocidad angular en el marco (1, 2, 3) expresado en los
sistemas polar esférico y euleriano es:
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y se deduce que:
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Esta es la relacion entre angulos de las coordenadas polares esféricas y los angulos de Fuler en

el marco en rotacion (1, 2, 3).

Tanto los angulos de Euler como las coordenadas polares esféricas debieran de
emplearse en general para extraer toda la informacién dindmica para un problema dado.
Consideremos el giréscopo del trompo asimétrico con un punto fijo, de manera que los origenes
del marco (X, Y, Z,) y del marco (1, 2, 3) son idénticos. No hay energia cinética traslacional
porque el punto esta fijo, de manera que el lagrangiano, en términos de los angulos de Fuler,
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en donde la energia potencial es:
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donde £ es la distancia desde el origen al centro de masa, a lo largo del eje del momento de



inercia principal. Este {ltimo esta inclinado con un éngulo @ respecto del eje Z del marco del
laboratorio. Aqui, m es la masa del giréscopo, y g es la aceleracion debida a la gravedad. Las
variables de Lagrange son los angulos de Euler, y hay tres ecuaciones de Euler Lagrange:
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que deben de resolverse simultineamente para dar las trayectorias ¢1(f), 61(r), yi(7) y las
velocidades angulares ¢, 8, § que definen las nutaciones y precesiones del giréscopo.

En la representacion polar esférica del marco (1, 2, 3) el mismo lagrangiano es:
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y hay solamente dos ecuaciones de Euler Lagrange:
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que pueden resolverse para las trayectorias ¢1(7), 6i(f) y velocidades angulares ¢y, 6 . Estas

definen las precesiones y nutaciones de otra manera. Las soluciones numéricas deben de
verificarse para consistencia mediante el empleo de la Ec. (37).

La velocidad angular en general es:
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en el marco (1, 2, 3) de los principales momentos de inercia. El momento angular en este marco
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y los componentes del torque en este marco vienen dados por los angulos de Euler, como en
las Ecs. (11) a (13). En general, el torque en el marco del laboratorio es:
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donde r es el vector posicion desde el origen al punto donde se aplica la fuerza F. La fuerza se

define mediante:
F = v U

s

donde U es la energia potencial. La fuerza en el marco del laboratorio que debe de aplicarse
para dar una energia potencial del tipo (39) es:
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en las coordenadas polares esféricas del marco del laboratorio. Por lo tanto, la fuerza es:
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y el torque en el marco del laboratorio que debe de aplicarse para dar la energia potencial

(39) es:
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donde:
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en el sistema de coordenadas polares esféricas del marco del laboratorio. Por lo tanto, el torque
a aplicar es:
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donde los vectores unitarios del sistema de coordenadas polares esféricas del marco del
laboratorio se definen mediante:

(49)

(41

(59



s A
9@%_?%: v C§§>
e-*xEg= Sy

De manera que el torque en el marco del laboratorio es:
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Convirtiendo a coordenadas cartesianas:
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de manera que el torque necesario del marco del laboratorio para producir la energia potencial
(39)es .
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Por definicion:
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de manera que el torque en el marco del laboratorio es:
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Notese cuidadosamente que la fuerza de atraccion debida a la gravedad se encuentra en la
direccion k negativa. Por lo tanto:
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La ecuacion de balance de torque es, por lo tanto:
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y el giréscopo no se cae de lado, como en el sencillo trompo que gira. Habiendo ejemplificado
las matematicas en detalle mas arriba, puede ahora aplicarse cualquier torque adicional en el
marco del laboratorio, y asi simular el experimento de Laithwaite.

Se incluyen dos ejemplos adicionales en las Notas 370(8) y 370(9) de la aplicacién de

la geometria de Cartan a la dindmica rotacional: un modelo de pesa de mano de la 6rbita de la -

Tierra alrededor del Sol, siendo Ia Tierra modelada por un giréscopo de pesa de mano, yenla
Nota 370(9) la energia cinética traslacional de un giréscopo, calculada en términos de angulos
de Euler y de las coordenadas polares esféricas.

3. Soluciones numéricas y graficas.

Consideramos un ejemplo donde se describe la rotacién mediante dos puntos de masa con un
acoplamiento fijo a una distancia 2/, un asi-llamado modelo de la pesa de mano, ver Fig.1. Hay
un sistema de coordenadas esféricas (6, ¢) cuyo origen se ubica en el medio de la conexion
entre ambos puntos de masa (rojo). Este es el centro de masa que rota alrededor de una masa
central (azul) con otro conjunto de coordenadas polares esféricas (61, 41, r). La transformacion
de coordenadas de las dos masas a coordenadas cartesianas referidas al centro de masa es
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yla cobrdenada R del centro de masa es
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El formalismo de Lagrange require las coordenadas de ambas masas en el sistema global
cartesiano:

rn=R+h (67)
m=R+h;. (68)

Su energia cinética es:

1
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Para la energia potencial efectuamos una aproximacion que se cumple cuando las dos masas
se mantienen lejos del centro de gravedad, que es el caso para los planetas, por ejemplo. En
lugar de utilizar 71 y r2, insertamos r, obteniendo la suma de las energias potenciales de ambas
masas:
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Entonces, el lagrangiano asume la sencilla forma
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y las ecuaciones de Euler Lagrange, segtin (34, 35) para las cinco variables de Lagrange son:
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La solucion numérica mediante el empleo del codigo Maxima da origen a los resultados
mostrados en las Figs. 2-4. Resulta obvio que las coordenadas centrales (61, ¢1, ) se desacoplan
de aquellas locales de las masas de la pesa de mano (6, ¢). Estas ultimas muestran oscilaciones
de nutacion y precesion, ver Fig. 2. A partir de la grafica de trayectorias de las coordenadas



centrales (Fig. 3) puede observarse que ¢ se mantiene en su valor inicial de /2, es decir que
el movimiento ocurre en un plano y no sufre distorsiones por causa de la pesa de mano. El
radio oscila entre un valor maximo y la mitad del mismo, es una Orbita eliptica.
Correspondientemente, el angulo azimutal ¢ varia para diferentes velocidades, siendo mas altas
en el perihelio, como es bien sabido a partir del movimiento de los planetas.

En la Fig. 4 se representan graficamente las orbitas del centro de masa (azul) y una de
las masas de la pesa de mano (rojo). El movimiento plano central puede observarse como
superpuesto con una oscilacion tridimensional de las masas. Pueden servir como un modelo
sencillo para los ciclos de Milankovitch. Estos ultimos son muy lentos comparados con una
oOrbita, y aqui selecionamos los valores de los pardmetros de manera que las desviaciones
respecto de la elipse puedan apreciarse facilmente.

Como otro ejemplo, resolvemos para el movimiento de un cuerpo rigido en rotacion,
en coordenadas polares esféricas, tal como se describe en las ecuaciones (33-35). Esto conduce
a las ecuaciones de movimiento
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Se observa que estas ecuaciones transforman a un movimiento libre en el caso de
I = D>, es decir que los lados derechos de las ecuaciones se vuelven iguales a cero. Un trompo
simétrico rota con velocidad angular constante. Las ecuaciones se resolvieron para 1 = 1,
L =1.5,1=2.5,y las soluciones se representan graficamente en la Fig. 5. El angulo polar 6
describe una nutacidon, mientras que ¢ aumenta en forma irregular. El motivo es el
comportamiento oscilatorio del vector de velocidad angular @, cuyos componentes se
representan graficamente en la Fig. 6. El modulo de @ no es constante, y éste no es una
constante de movimiento.

Figura 1: El modelo de la pesa de mano en rotacion, con coordenadas.
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Figura 2: Pesa de mano en rotacion, trayectorias 6(2) y ¢(2).
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Figura 3: Movimiento del centro de masa, trayectorias 61(2), ¢1(t), r(t).



0.4 T
03 | -

0z |
g1 |

-0
02
03
04

Figura 4: Orbita del centro de masa (azul) y una masa de la pesa (rojo).
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Figura 5: Cuerpo rigido en rotacion, trayectorias #1(2), #1(¢) en coordenadas esféricas.
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Figura 6: Cuerpo rigido en rotacion, velocidades angulares w123y médulo de .
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