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Resumen.

Se desarrolla la teoria de Euler Lagrange de orbitas tridimensionales y cuanticas, utilizando
coordenadas polares esfericas. Se desarrolla una nueva mecanica cuantica de atomos y moleculas a
partir del lagrangiano, y se demuestra que produce las funciones de onda hidrogenicas correctas. La
ventaja de la mecanica cuantica lagrangiana es que puede desarrollarse para todos los atomos y
moleculas de una manera directa. Esta teoria es la misma para la teoria ECE2 yel modelo establecido
de la fisica.
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3. Resultados computacionales y gráficos. 

3.1  Teoría tridimensional completa. 

Las ecuaciones de movimiento del lagrangiano (4) y de las ecuaciones de Lagrange (5)-(7) 
son:

 

Además, β se define mediante la ecuación diferencial de primer orden  ��  

 β�  =  √ ��
�
 + ��

�
 sen (θ)2                                                                                                                                                                  (39) 

Para un potencial que sólo depende de la coordenada radial r, se deduce un movimiento en 
un plano. Para las condiciones iniciales: 

 ��(0) = 0 ,                                                                                                                               (40) 

 θ(0) = π/ 2                                                                                                                             (41) 

obtenemos un movimiento en el plano XY. En general, las constantes de movimiento son los 
momentos angulares 

 L = mr2��  = mr2 √ ��
�
 + ��

�
 sen (θ)2    ,                                                                               (42)       

 Lϕ= mr2��  sen (θ)2 .                                                                                                                (43) 

Si la condición incial para ��  es diferente de cero, aparece una órbita plana oblícua. Los 
resultados se representaron gráficamente en las Figs. 1 a 5.  La periodicidad en las gráficas 
muestra que tenemos un movimiento periódico, es decir una elipse.  En particular, r oscila 
entre un valor mínimo y uno máximo (Fig. 2).  A partir de la Fig.3 puede observarse que el 
ángulo β es idéntico a ϕ para movimiento plano ( β se ha desplazado a través del empleo de 
un valor inicial diferente de ϕ ). Esto significa que no se obtiene más información inicial a 
partir de β. Esto podría ser diferente para órbitas no planas. 
 
 La órbita en 3D se representa en la Fig. 4, mostrando una elipse rotada contra el plano 
XY.  La Fig. 4 muestra las constantes de movimiento L y Lϕ computadas a partir de la órbita 
resultante. Como era de esperar, son constantes, y para una órbita en el plano XY se obtiene 



 
L = Lϕ                                                                                                                       (44) 

 
tal como se esperaría. Hasta ahora hemos alcanzado un estado consistente del cálculo 
numérico. 
 

3.2   Potenciales dependientes del ángulo. 
 
Las órbitas no planas se obtienen a partir de potenciales dependientes de ángulos. En primer 
lugar utilizamos un potencial dependiente del ángulo polar: 
 

U1 = − 
	
�

�
 sen (θ) .                                                                                            (45) 

  
Esto conduce a la órbita obtenida en la Fig. 6.  La órbita oscila en altura.  Se ven impactadas 
las constantes de movimiento, el modulo del momento angular (42) ya no es una constante 
de movimiento, como se observa a partir de la Fig. 7.  Sin embargo, el movimiento alrededor 
del eje Z conserva el momento angular Lϕ como anteriormente. 
 
  Finalmente introducimos una dependencia adicional respecto de ϕ del 
potencial: 
 

U2 = − 
	
�

�
 sen (θ) cos (ϕ).                                                                                 (46) 

  
Entonces aparece una diferencia entre ϕ y β (Fig. 8).  La órbita no es periódica, pero la masa 
que gira en órbita cae hacia el centro, donde cesa el movimiento, en la parte superior izquierda 
en la Fig, 9. Ambos momentos angulares ya no son constantes de movimiento, tal como 
puede apreciarse a partir de la Fig. 10. 
 
 

3.3 . Solución de la ecuación radial de Schroedinger. 
 
La ecuación radial de tipo Schroedinger (22) se resolvió numéricamente.  El método 
tradicional en física computacional es el de integrar la ecuación para una red de valores de 
energía (representada aquí por L, α y a) y hallar soluciones no divergentes para r �  ∞.  Estos 
son los eigen estados radiales. Utilizamos aquí la integración directa con Maxima, para 
algunos parámetros pre-definidos.  Puede observarse que las soluciones divergen en general. 
 
En las Figs. 11 y 12 se muestran dos soluciones para  L = 1 y L = 5. Estos valores (arbitrarios) 
correponden en forma aproximada al número extremo de ψ, que representa el eigen estado 
del momento angular, como es el caso para las soluciones físicas convergentes, obtenidas 
con otros métodos más elaborados. 

 
 
 



 
 

 
 

Figura 1: Trayectorias ��(t) , �� (t). 
 
 
 

 
Figura 2: Trayectorias de ��(t) , r(t). 

 



 
 

Figura 3: Trayectorias θ(t), ϕ(t), β(t). 
 
 

 
 

Figura 4: Órbita r (X, Y, Z). 
 
 
 
 
 
 



 
 

 
Figura 5: Constantes de movimiento L y Lϕ. 

 
 
 

 
 

Figura 6: Órbita r (X, Y, Z) para el potencial (45). 
 
 
 
 



 
 

 
Figura 7: Momentos angulares L y Lϕ para el potencial (45). 

 
 

 
 

 
 

Figura 8: Trayectorias θ(t), ϕ(t), β(t) para el potencial (46). 
 
 
 
 



 
 
 

 
 

Figura 9:  Órbita r (X, Y, Z) para el potencial (46). 
 
 
 
 

 
 

Figura 10: Momentos angulares L y Lϕ para el potencial (46). 
 



 
 
 

 
 

Figura 11: Función de onda radial �� (r) , ψ(r) para el parámetro L = 1. 
 
 
 
 

 
 

Figura 12: Función de onda radial �� (r) , ψ(r) para el parámetro L = 5. 
 






