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Resumen.

Se desarrolla la formulaci6n de Hamilton Jacobi (HJ) de la teoria ECE2 en
preparaci6n para un desarrollo de HJ de la teoria m. La acci6n se encuentra por integraci6n de
la ecuaci6n de HJ. Se incluye un amplio amilisis computacional de las ecuaciones de Hamilton
en relatividad restringida.
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3.1 Ecuaciones de Hamilton de movimiento central. 

 

Resolvimos las ecuaciones de Hamilton de movimiento central en un sistema de coordenadas 
polares planas. La forma general de las ecuaciones de Hamilton es 

 

donde qi son las coordenadas canónicas o generalizadas y pi son los momentos canónicos 
conjugados. El subíndice i se refiere a los componentes de las coordenadas. En coordenadas 
polares esféricas tenemos 

 

donde p2 debe de incrementarse por un factor γ en el caso relativista, tal como se comentó en 
la Sección 2. Las ecuaciones de Hamilton para el caso no relativista se han listado en la Tabla 
1, primeramente para el sistema inercial, luego para un sistema con dos dimensiones (r, φ). 
El sistema inercial tiene sólo una coordenada qr = r. El movimiento orbital visto como un 
observador externo se agrega en el sistema polar plano. Al re-expresar (35-38), las ecuaciones 
de movimiento son las mismas que las obtenidas a partir de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, que son de segundo grado: 

 

Las ecuaciones de Hamilton de relatividad restringida se usan con poca frecuencia. El 
hamiltoniano puede expresarse de dos maneras, ver las Tablas 2 y 3. La primera forma 
utiliza un factor γ, 

 

Este factor γ difiere de la relatividad restringida establecida, donde se expresa mediante las 
velocidades: 



Hemos evaluado las ecuaciones de Hamilton con ambas formas del factor γ y hemos hallado 
que la segunda forma (42) no da resultados que pasan al caso no relativista cuando se 
considera el límite γ → 1. Por lo tanto, utilizamos la forma (41) que contiene los momentos 
generalizados. A partir de la Tabla 2 puede observarse que hay un aumento de γ en el sistema 
inercial que da los valores de la Tabla 1 en el límite no relativista. Para el caso bidimensional 
las ecuaciones se vuelven más complicadas, hay términos adicionales en proporción a 1/c2, 
una corrección relativista. El hamiltoniano relativista puede expresarse de un modo alterno, 
como en la Tabla 3. Aquí no aparece un factor γ. Uno puede definir un factor ϵ1, como se ha 
listado aquí. Entonces el hamiltoniano puede expresarse simplemente como       �� 
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y las ecuaciones de Hamilton resultantes pueden expresarse de una forma muy sencilla 
utilizando ϵ1, ver la Tabla 3. Se ha mostrado mediante álgebra computacional que estas 
ecuaciones son idénticas a aquellas obtenidas en la Tabla 2. Sin embargo, las correcciones 
relativistas no son visibles en forma tan directa como en la forma de la Tabla 2. 
Para una solución numérica, las ecuaciones de Hamilton se amoldan bien, ya que son sólo de 
primer orden temporal. Dado que los lados derechos en la Tabla 2 no dependen de las 
derivadas temporales, las ecuaciones pueden programarse directamente de esta manera. 
Utilizamos un sistema modelo de una masa en órbita, como en documentos previos. En el 
caso no relativista obtenemos una elipse, representada en la Fig. 1. La versión relativista 
conduce a una precesión, ver la Fig. 2. Este es el mismo comportamiento que para la solución 
de las ecuaciones de Euler-Lagrange, como habría de esperarse. Sin embargo, para 
parámetros idénticos las elipses son iguales en extensión radial, pero los efectos relativistas 
son mucho mayores para las ecuaciones de Hamilton. La razón podría ser que el factor γ se 
define aquí a través de los momentos, mientras que se define a través de velocidades en las 
ecuaciones de Euler Lagrange. Dado que γ está contenido implícitamente en los momentos, 
esto podría ser la razón para una solución significativamente diferente con mayores efectos. 
Tuvimos que aumentar la velocidad de la luz desde 20 a 50 unidades (es decir, efectos 
relativistas) para obtener aproximadamente la misma precesión mediante las ecuaciones de 
Hamilton. 

3.2 Consistencia interna del factor γ. 

Intentamos resolver el problema de que el factor γ depende de una función que a su vez 
depende del mismo γ: 

 γ = f (γ, ��)                                                                                                              (44) 



 

Tabla 1: Ecuaciones de Hamilton no relativistas en el marco inercial y coord polares planas. 

 

Tabla 2: Ecuaciones de Hamilton relativistas en marco inercial y coordenadas polares planas. 

                    

Tabla 3: Ecuaciones de Hamilton relativistas en marco inercial y coordenadas polares planas, 
forma alterna. 

 

 



con 

 �� = γm
�
�
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Por simplicidad escribimos 

 p = γm��                                                                                                                (46) 

Con el módulo de la velocidad v. Esto entonces da 

 

Es posible resolver esta ecuación para gamma, obteniéndose dos soluciones. 

            

Sólo la solución con el signo negativo da el límite correcto 

 γ                 1                                                                                                           (49) 

                    v       0    

Desafortunadamente, esta solución tiene un polo de γ para v = c/2. Esto puede evitarse 
redefiniendo 

 
dando las soluciones 

Aquí, el factor γ correcto reaparece, pero no hay límite infinito para v → c, 
en vez de eso encontramos 

γ                √2                                                                                                          (52) 

                    v        c    

Interesantemente, se encontró el mismo límite para un factor γ describiendo correctamente la 
desviación gravitacional de la luz, tal como se describió en trabajos anteriores: 



que posee el mismo límite para v → c. Ambos factores γ se comparan en la Fig. 3, 
junto con la definición habitual de γ,  

Obviamente, la función γ habitual crece en forma mucho más empinada que las otras. La 
función a partir del cálculo con consistencia interna crece más lentamente y se encuentra con 
el γ del fotón en v = c con γ = √2 como se ha descrito. Esto constituye un resultado asombroso, 
al unir diferentes caminos del desarrollo ECE. La diferencia de los tres factores γ merece una 
investigación ulterior. 

3.3 Cómputo de la función de acción Sr. 
 

La función radial de acción Sr forma parte de la ecuación de Hamilton-Jacobi (28) 
para el movimiento central. Esta es una ecuación diferencial para Sr. Es posible hallar una 
solución para esta función mediante álgebra computacional. Primero, la ecuación (28) debe 
de resolverse para (∂Sr/∂r)2. Esto da lugar a una ecuación cuártica para ∂Sr/∂r. Resolviendo 
esto da cuatro ecuaciones diferenciales de aspecto similar que contienen los parámetros de 
(28): 

 

Las soluciones son analíticas y dependen fuertemente de las razones entre los parámetros. 
Por lo tanto, colocamos los parámetros en los cálculos del modelo numérico. Debe de 
utilizarse la energía total, incluyendo el término mc2. Se obtienen cuatro ecuaciones 
complejas. Las partes reales se han representado gráficamente en la Fig. 4. Puede observarse 
que estas son (además de una función nula) exactamente dos funciones inversas, 
probablemente describiendo las dos posibles direcciones de movimiento de la masa en órbita. 
Las funciones son no constantes exactamente en el rango físico de r, que en este ejemplo es 
0.3 < r < 1. Esta es, obviamente, la primera vez que se ha determinado la función de acción 
relativista Sr para el problema del movimiento central. 

 



 

Figura 1: Órbita no relativista de movimiento central a partir de ecuaciones de Hamilton. 

 

 

 

Figura 2: Órbita relativista de movimiento central a partir de ecuaciones de Hamilton. 

 



 

Figura 3: Funciones γ a partir de tres modelos. 

 

 

 

 

Figura 4: Cuatro soluciones para la acción relativista Sr(r).  
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