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Resumen

Durante €l desarrollo de lateoria ECE, se tocaron varios aspectos de la geo-
metria de Cartan. En este articulo presentamos la gran imagen, o sea cdmo evolu-
cionalafisicaen todalaextension de lageometriade Cartan. Latétrada corres-
ponde a un dado potencial, y alolargo devarias etapas se computan toda clase
de conexiones, hasta llegar alas formas de torsion, que corresponden a campos de
fuerza. Reunimostodas las ecuaciones relevantes de la geometria de Cartan. El
potencial se simpifica mediante el empleo de una novedosa restriccién alapolari-
zacion. Estasimplificacion se traduce al espacio tangente de la geometria de Car-
tan, a seleccionar los vectores unitarios de este espacio que fuesen parale-
losalavariedad base. Esto conduce aunamatriz delatétradadiagonal. Sein-
cluyen ejemplos para algunos sistemas fisicos. En particular, se encontré una nue-
vajustificacién parael campo B® de Evans.
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1 Introduccion

El desarrollo de lateoria ECE se basa en lageometria de Cartan Elementos de geo-
metria se interpretan como cantidades fisicas, al aplicar los axiomas ECE ala geome-
tria. Esto consiste basicamente en multiplicar las cantidades geométricas por constan-
tescon dimensionesfisicas, afin de obtener ecuaciones dela fisica. Esto se efec-
tué con mucho detalle durante €l transcurso del desarrollo de lateoria ECE [1]-[6].
Todos los documentos se concentran en aspectos especiales. En este articulo abarca
mos todo el espectro de la geometria de Cartan. Comenzando con latétrada, que co-
rresponde alos potenciaes fisicos, finalizamos con cantidades el ectromagnéticas o
de campo gravitacional. El gran avance esque mediante este camino todaclase de
tensoresy conexiones geométricas son computables. Ladificultad previafue halar,
para un dado problema, hallar las conexiones de Christoffel (gamma). Esto apenassi
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resulta posible sin herramientas matematicas. En este documento empleamos dlgebra
computacional pararesolver las ecuaciones paralas conexiones gammay de espin.

L as ecuaciones son de tipo algebraico. Paralas conexiones gamma, debe de resol-
verse un sistemallineal de ecuaciones. Asi, lacomplejidad seintroduce en el desarro-
[lo no mediante matematicas complicadas, sino mediante € gran nimero de ecuacio-
nesy variables amanejar. Esta es larazon por la que, en teoria einsteiniana, sélo podi-
an mangjarse en el pasado sistemas muy sencillos (lamayoria de ellos con simetria
esférica).

Una segunda dificultad surge de que la geometria de Cartan introduce los asi-
[lamados indices de polarizacion.Estos indices surgen del empleo del espacio tangente
de lavariedad base de Cartan. Asi, un vector de campo eléctrico E deviene un vector
indexado E“ en teoria ECE. Se han desarrollado varios métodos paralibrarse de este
indice en los casos de situaciones fisicas, como por ejemplo utilizando s6lo un indice
o promediando todos los valores de indices [ 7]. Aqui introducimos otro método: Supo-
ponemos que los vectores base de la variedad base 'y el espacio tangente son paralelos.
Entonces la tétrada se reduce a una matriz diagona y el indice de polarizacion esidén-
tico ad indice de coordenadas.

En la seccidn 2 resumimos las ecuaciones de la teoria ECE empleadas, y en la sec-
cién 3incluimos agunos gjemplos del método global. Més aun, enlaseccion 3 del
libro de texto ECE [8], pueden hallarse mas ejempl os matemaéti cos.

2 El camino completo através de la geometria de Cartan

2.1 Listandolas ecuaciones

Recordamos que los axiomas ECE conectan el potencial electromagnetlco A y €
tensor de campo electromagnético F'¢,, conlatétrada ¢ ",y € tensor de torsion

Hnv

T,
A= A(o)qaw (1)
re,, = AT (2)

0 en notacién de formas:
A% = AO e (3)
Fo = AOT0 (4)

donde A es una constante que introduce unidades fisicas. Dado que A es un po-
tencial vectorial, Atiene las unidadesde Vs/m. Latorsion se define en unidades
del/my,en consecuencia F tiene unidades de un campo manético (Tesao Vs /mZ).
¢%es una 1-formay T “esuna 2-forma. Correspondientemente, el potencial A“ es
una 1-formay el tensor de campo F “es una 2- forma delageometria de Cartan, que
consiste de |os componentes de campo E“y B
Iniciamos la parte computacional con un potencial dado, de manera que se cono-
cen los elementos de la tétrada.
De Iatetrada, computamos €l tensor de lametricag,,,, y su contr&parte contrava
riante g’ que, en terminologia algebraica, esla matrlz inversade G

g,ul/ =n q #q v 77aba (5)

1
9" =~ "’ n. (6)



n® eslamétricadel espacio de Minkowski, y n es la dimension espacial, agui es 4.
La compatibilidad métrica nos permite determinar laconexién I" a partir del siste-
ma de ecuaciones lineales

Do guv = Do g — o930 = T, ux = 0. (7)

Como se coment6 en detalle en los documentos ECE, laconexion I' es asimétricaen
susindicesinferiores, y las partes relevantes son las partes antisimétricas en los ele-
mentos no diagonales. Por |o tanto, requerimos explicitamente

re,, =-r* (8)

nv I

paratodo .= v. Entoncesla solucion es Gnica hasta cuatro constantes indeterminadas,
paralas cuales deben efectuarse selecciones adecuadas en aplicaciones especificas.

La conexion de espin es computable desde los elementos de la tétrada y la
conexion T :

Waub = qauq/\bry,m - qAbauqu- 9)
Con estos prerequisitos, podemos computar |os tensores de curvaturay torsiéon:

R, =00, —0,0T), +I),I7, —T3,T7 (10)

Hvp no=vp Vo pp?
TAW = Fjw - rgﬂ. (11)

Paralateoria ECE, necesitamos las formas de curvaturay torsion, que se obtienen de
los tensores de arriba mediante

Rab/w = qapqaban/Lua (12)
Ta,ul/ = qa)\TA,uy . (13)

Dado que los componentes de los vectores refieren alos elementos contravariantes
en €l tensor de campo de fuerza F, debemos elevar los indicesen 1':

T =0T, (14)
con lamétricainversade Minkowski, que es idéntica alaforma covariante:
1% = Tap- (15)

A partir de lateoria ECE, laforma de campo electromagnético F'es

'FaOO FaOl Fa02 Fa03
e FalO Fall Fa12 Fa13
oY = Fa20 Fa21 Fa22 Fa23 (16)
F(L30 Fa31 Fa32 Fa33
0 —E% e —-E“2Jc —E*/c
Eal/c 0 _Ba3 Ba2
= EaQ/C Ba3 0 _Bal
_Ea3/c _Ba2 Bal 0




Con la Ec. (2) podemos identificar

TaOO TaOl Ta02 TaOS 0 _Eal _Ea2 _Ea3
A(O) TalO Tall Ta12 Ta13 B 1 Eal 0 _CBa3 cBa2
Ta20 Ta21 Ta22 Ta23 - c Ea2 CBaS 0 _cBal ’
Ta30 Ta31 Ta32 Ta33 Ea3 _CBa2 CBal 0
(17)

que relaciona los componentes de E“y B directamente con ciertos elementos de
torsion:

'Eal' TalO
E®?| =cAO |7a20) (18)
Ea3 Ta30
:Bal: _Ta23
B2 = A© | 713 | (19)
Ba3 _Ta12

Ademés de la derivacion anterior, deben computarse las cantidades de los duales
de Hodge. Losdualesde Hodge de F' tienen las mismas dimensiones que F' , pero
esto se cumple sdlo en 4 dimensiones. Por |o tanto, restringimos nuestra consideracién
aun espacio de 4 dimensiones. Como se obtuvo en [7], el dual de laconexionT, lla

mado A , y laconexién de espin resultante W son

Lo —1/2 o
A)\/u/ = 5‘9' / gpag ﬂepoﬂul—‘kaﬂ? (20)

w(A)a/Lb = qal/q/\bAV,u)\ - q)\baﬂqa)\a (21)

Aau > qau’ qvb guv Ak > a

pv (A) pb

(Da}lb FPHV ~T)bpv
— ¢
T}LHV Rxpuv NR}LPHV
Ea, Ba <+ Tapv Rabp.v

Figura 1: Interdependencias de variables parala geometria de Cartan.



con g siendo el determinante del tensor de lamétrica. El dual de Hodge de la curvatu-
ra y la torsién son, en analogia con sus definiciones con laconexiéon T

DA . A A A o A o

R puvp — aILAV/) - al/Ap,p + AIJ,(TAV/) - AVUA/L/H (22)
TA A A

T uy A/u/ - Auu' (23)

Asi, todas las variables relevantes de lageometria de Cartan pueden computarse
con las Ecs. (5-14), y los campos de fuerza resultantes con las Ecs. (18-19). Latétrada,
especificamente el potencial, debe de darse como alimentacion. Lainterdependencia
entre variables se describe en la Fig.1 bajo laforma de una gréfica.

2.2 Simplificacion del 4-potencial

En teoria ECE, €l 4-vector del potencial viene dado por
[

A?zl

Aa2

AaS

Ak = (24)

donde ¢® esel potencial escalar y A, A%, A" son los componentes del potencial
vectorial, que en notacidn vectorial puede expresarse como

Aal
A* = Aaz : (25)
Aa

Esto correponde aun potencial vectorial enteoriade larelatividad con un indice de
polarizacion adicional a. El componente O es el potencial escalar

d)a
AN = T 26
- (26)
donde ¢ eslavelocidad delaluz en e vacioy a es otravez e indice de polarizacion.
A" es una cantidad de 2 componentes y puede expresarse en forma matricial como
o0 g gD
0 AL 4@1 460
0 A2 A2  pB)2
0 A3 A3 4GB)3

(A™) = (27)

Los indices entre paréntesis son los indices | atinos (espacio tangente). La primera co-
lumnano contiene elementos del  potencial vectoria porque éste Ultimo es una canti-
dad puramente espacial. En lo que sigue, suponemos que | os vectores base de la varie-
dad base son paralelos a los vectores base del espacio tangente. Entonces los indices
de ambos espacios tienen una correspondencia bi-univocaa <+ i y tenemos solo tér-
minos con a = u , y ausencia de términos mixtos. La Ec.(27) toma entonces laforma

2 0 0 0
0 AW ¢ 0
0 0 A®2 9
0 0 0 A6

(A™) = (28)



Omitiendo el indice de polarizacion, podemos escribir (A“*) con el potencial escalar
"convencional" ¢ y € potencial vectorial A:

2 0 0 0
a 0 A 0 0
0o 0 o0 A

Sin embargo, cuando la tétrada se define con la Ec. (1), A debe de darse en su forma
covariante. Por |o tanto, debemos primero traducir el potencial vectorial A* a su for-
ma covariante

A, =AY (30)

gue da un cambio de signo en los componentes del vector A. Finalmente, tenemos

2 0 0 0
o (A%,) 1 [0 —A' o 0
@) ="Z0 =20 |0 o -4 o (31)
0 0 0 —A3

3 FEjemplos

Presentamos al gunos g emplos de potenciales estatico y dinamico y computamos todas
las cantidades de la geometria de Cartan, hasta los campos el éctrico y magnético.

3.1 Potencia de Coulomb

Uno de los casos mas sencillos e importantes de la electrodindmicaes €l potencial de
Coulomb. En notacion de 4-vector, el potencial es el componente 0

0 __ ¢(T) _ 1 de
A= ¢ cdmeyr (32)

donde ¢, eslacargapuntual central y r eslacoordenadaradial de un sistema de coor-
denadas esféricas

t
(X" =1, (33)
¢

Seguin laEc. (31), el potencial corresponde a primer elemento diagonal de latétrada:

o(r) = ¢ A%¢"%,. (34)
Insertando el potencial en lamatriz ¢ nos da

o(r)

| 1
(q #)_5 A(O) _A(O) (35)

o O On
o O OO
oo OO
oo oo



gue esunamatriz singular. LaGeometriade Cartan, sin embargo, solo estadefinida
con tétradas no singulares. Por lo tanto, se requiere necesariamente un potencial vec-
torial, ademés de un potencial escalar.  Elegimos la forma més sencilla, un potencial
vectoria constante, que no da un campo magnetostético. Laformafinal de latétrada
€s, entonces

S0 0 0
ey 1|0 —C1 0 0
0 0 0 -Cs
donde hemos reemplazado
_ Qe
Co = AO) cdreq (37)

y lasC'; son constantes arbitrariasparat = 1,2,3. Por simplicidad de resultados,
suponemos C. >0 y omiti mos los factores A®)y ¢,y luego € potencial vectorial es

o
A= |Gl (38)
Cs

Aplicando geometria de Cartan, las Ecs. (5-8) dan conexionesT" con 4 parametros
no especificados, D, a Dy:

1
| R —— 39
o= (39)
1
F010 = —;
FO _ D4 0227’2
12 002
Dg 0127’2
I—‘013 =T 42

Cy?

Esposiblefijar los D, iguales a cero:
Dy =Dy=Ds=Dys=0. (40)

Entonces, solo restan tres conexiones que no desaparecen:

1

| 41
01 7’ ( )
po 1 (42)

10 r’

02

1 _ Yo
Moo = CZp3 (43)

El primer par es antisimétrico, mientras que latercer conexion es un elemento diago-
nal que no contribuye alatorsion.



Aplicando las Ecs. (9-14), las conexiones de espin que no desaparecen son

o _ G

W o) T Oy (44)
o _ G

Yo T T o2 (45)

que son indices antisimétricosenay b. (Observar que €l indice superior a debe de
bajarse para comparacion, |o cual da un cambio de signo para el segundo elemento de
conexién.) Los duales de Hodge de la conexion I son

CyCs

A023 = _mv (46)

A%y = 2 (47)
siendo solo constantes, y las conexiones de espin distintas de cero A son

W<A>(O)1(0) = % (48)

won Vo = ‘ cc()jgjr (49)

i V) = — éogjr. (50)

Es importante notar que la conexién w([?) - tiene la forma que yase hadeducido
en tempranos documentos UFT. En aquellos, las conexionesde espin ' y A no se ha-
bian discernido, y la que fuese referida dependia de |as ecuaciones de campo emplea-
das. En las ecuaciones inhomogeénesas (leyes de Coulomb y Ampere-Maxwell), apare-
cen las conexiones de espin A.

Los elementos del tensor de torsién y curvatura que no desaparecen son

2
T001 = _TOIO = T (51)
2
R = —R%0 = 2 (52)
2C3
1 _ 1 _ 2%
Rgo1 = —R7g10 = czrd (53)

gue son todos antisimétricos en sus dos Ultimos indices. Lo mismo se cumple paralas
formas de torsion y curvatura:

0 0 Co
7O — 7 = (54)
2C
RO __go __ 2Co 55
(1)01 (1)10 Cqr3’ (55)
W __pm  __2G
R (0)or — R (0)10 Cir3’ (56)
Los resultados finales, seguin las Ecs. (18-19), son los campos el éctricos
Gy
E© =A@ ||, (57)
0
EW =E® =E® =9, (58)



y los campos magnéticos
BO —BL —B® —_BO® —g. (59)

S6lo & componente 0 el éctrico de polarizacidn no es un vector cero, y todas las polari-
zaciones del campo magnético desaparecen. Esto es, exactamente, el resultado clésico

0) _ Qe
EO =-E= yr— (60)

3.2 Potencia vectorial de un conductor recto con corriente

El siguiente giemplo es el potencia vectorial de un conductor recto infinito [9].
En coordenadas cilindricas, el potencial vectoria viene dado por

A, 0
A= 4| = o |. (61)
Ay Cslog(r)

El alambre conductor se orientaen direccion Z. La constante C, se define mediante

7Ta2jz
Co— — 62
3 2megc? (62)

donde a esel diametro del alambre, j  esla corriente, y ¢, es la permitividad enel
vacio.

Aplicando & mismo mecanismo queen e eemplo previo conduce alamatriz de
latétrada

Co 0 0 0
a \ _ 11 0 - 0 0
@)=57@ 0 o - 0 (63)
0 0 0 —Cslog(r)

Suponemos Cy > 0,C7 > 0,0 > 0,C3 < 0, queessimilar a enfoque en el gem-
plo previo. Las ecuaciones delageometria de Cartan se aplican como se describié
previamente. Solo presentamos |os resultados de la conexion de espin:

(1) (3) &

“hae) T Y sm T o (64)
y
3) Co
-0 65
YW 0 T il log(r)] (65)
@ 1
Y1) T T og(r)’ (66)
3) &
= < 67
“) 200 = Gyrllog(r) (67
Nuevamente, no tenemos antisimetria para la conexion de espin Way L os campos el éc-
tricos resultantes son
E@ =0, (68)



y los campos magnéticos son
B =BW =B® =, (69)
siendo el tercer campo de polarizacion

0
B® = |-G, (70)

0
Este es, exactamente, €l campo obtenido a partir del clculo clasico

B=V xA. (71)

3.3 Onda electromagnética con polarizacion circular

El tercer ggemplo es un campo electromagnético en rotacion en laformade una onda
con polarizacion circular. Los vectores base de dichaondarotan en el plano XY de
coordenadas cartesianas. En el electromagnetismo clasico no hay componente Z, pero
en lateoria de campo B®)de Evanslo hay. El potencial vectorial también es un campo
en rotacion, con lafase corrida 90 grados en el plano XY.  Definimoslamatriz dela
tétrada como antes, mediante

1 0 0 0

oy 1]0 —cos(wt—kR) —sin(wt—kR) 0
(¢°) = 210 sin(wt —kR) —cos(wt—kR) 0
0 0 0 -1

(72)

con lavelocidad angular temporal w, vector de onda k= [k!, k2 k3] y vector de
coordenadas R= [ X, Y, Z]. Cuando sefijan, como antes, iguales a cero |as constan-
tes que aparecen en la conexion I', no aparecen campos eléctricos ni magnéticos. Sin
embargo, hay conexiones de espin que son idénticas parala conexion I' y A:

CL’(1)0(2) = *W(2)0(1) = *%’ (73)
w(l)l(z) = —w(2)1(1) =k, (74)
W0,y = @, =R, (75)
w5 = —w?y ) =K (76)

Lamétricag es idénticaalamétricade Minkowski. Esto muestra que un campo defi-
nido en un espacio"plano” puede tener una conexion de espin de relatividad general.

La situacion cambia cuando no todaslas constantes inferidas por laconexion I
se fijan como iguales a cero. Definimos:

D1 =K 7& 0 (77)

donde ~ es el nimero de onda por ejemplo < = 1/m. Las otras constantes perma-
neceniguales acero. Mientras que la métrica es nuevamente la de Minkowski, porque
no depende de |as conexiones, aparecen mas términos en las conexiones de espin.
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El resultado final paralos campos eléctrico y magnético resulta muy interesante:

—sin(wt — kR)
EW = AO¢ k| cos(wt —kR) |, (78)
0 -
— cos(wt — kR)]
E® = AO0. x| = sin(wt — kR) | , (79)
0
y
0
BO—| o | (80)
A

Todos los otros campos son iguales a cero. Los campos poseen las dimensiones co-
rrectas de V/m y Tesla. Los campos el éctricos rotan en sentido contrario alos vecto-
res de potencial, como se espera. Muy interesante es que aparece un campo magnéti-
co constante en ladireccidn Z, que en principio es el campo B®de Evans. Esto esu-
na consecuencia de que la tétrada siempre debe de ser no singular.  Por lo tanto, a

menos un componente A" debe estar presente, como es el caso en laEc. (72).

3.4 Andlisisy conclusiones

Se hamostrado un sendero computacional completo alo largo de todas las etapas de
la geometria de Cartan, demostrando asi que lateoria ECE es por completo manejable.
Los gjemplos presentados son analiticos, y seintrodujo un método simplificado con
unatétrada diagonal, eligiendo que losvectores unitarios del espacio tangente de la
geometria de Cartan fuesen paralelos alos de lavariedad base, 1o cua conduce auna
matriz de latétrada diagonal.

En casos més complicados, no es posible elegir que las bases del espacio tangente
sean paralelas alas bases de la variedad base. Ello conduce a elementos de la tétra-
dano diagonales, que yavimos en €l tercer gemplo, laonda electromagnética con po-
larizacion circular.  En estos casos, afin de encontrar valores significativos, |os para
metros libres obtenidos de los sistemas de ecuaciones lineal es deben definirse de una
forma en que resulten campos de fuerza significativos. Este punto resulta critico, y re-
quiere de una cuidadosa consideracion de los enfoques a emplear.

Como alternativa alos métodos analiticos, los célculos podrian ser completamente
numéricos. Se definiria entonces latétrada, para cada punto en €l espacio, mediante
unamatriz de puros nimeros, Y las derivadas se computarian numéricamente. Todas
las ecuaciones deberian de computarse por cada punto en el espacio, lo cual seriacom-
putaciona mente intensivo y regueriria de equipos de computo de alto rendimiento. La
complgjidad, sin embargo, no excederia aquella empleada en cdlculos de FEM, por
gjemplo.

En futuros desarrollos, se exploraran enfoques alternativos. Por jemplo, en lugar
de comenzar con un potencial fisico, podriamos considerar |os campos de fuerza como
cantidades dadas. Entonces la pregunta deviene: "¢cuales son las variables geomé-
tricas que conducen aeste resultado, y cua esel potencial correspondiente?’ Otra
pregunta interesante seria: " ¢como necesitan definirse los campos fisicos a fin de obte-
ner formas especiales de conexiones de espin?' Estas preguntas podrian ser de in-
terés tecnol 6gi co.
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