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La geometriaesvisible en todas partes delavida diaria. Surge en objetos que se han disefiado
en cualquier forma. Conocemos la geometria, se haempleado por siglos (Fig. 1.1). Tambiénen
las ciencias puras, como la matematicay fisica, juega un papel importante. La descripcion mate-

matica de la geometria consiste en elementos |6gicos de la geometria misma, por gjemplo en las
construcciones geométricas paratridngulos (Fig. 1.2). Esta clase de tratamiento |6gico se remonta
hasta los principios de la historia, que se asume alrededor del afio 3500 A.de C., cuando aparecen
los primeros documentos escritos en la Mesopotamia. Para épocas méas remotas no poseemos

semejantes legados, y debemos confiar en documentos pétreos como |as piramides de Egipto, las
cuaes probablemente sean mucho més antiguas que lo que se supone habitualmente. Se ha
copiado en detalle la piramide de Keopsy se han hallado relaciones con la circunferenciade la

Tierra, 1o cual sugiere que lageometria hatenido significativaimportancia hasta en la Edad de
Piedra. En aquella épocatuvimos en Europa unafloreciente cultura celta, de la cual sobreviven
numerosas reliquias en piedra. Las runas empleadaspor los druidas eran signos geométricos.

La filosofia antigua, en particular la filosofia natural, culminé en Grecia. Seconsideraa
Pitagoras como € primer fundador de las mateméticas; todos conocemos el teorema de Pitagoras.
En Atenas nacio la democracia, y € "triunvirato" de Socrates, Platon y Aristotelesfundé la
filosofia clasica alrededor del afio 400 A. de C., y de ali en adelante. Sus escuelas se mantuvieron
vigentes durante alrededor de mil afios. Euclides, quien escribi6 el fundamental tratado sobre razo-
namiento geométrico"Elementos’ era miembro de la escuela platénica

Durante el medioevo, € conocimiento heredado del Imperio Romano se transmitié a la
posteridad a través de |os monasterios cristianos, asi como através de losfilésofosy matematicos
arabes. El Renacimiento, iniciado en laactual Italiaen € siglo X1V, y extendido aEuropaen los
siglos XV y XVI, fue tanto un resurgimiento del conocimiento antiguo como de la filosofia natural
empiricamoderna, conectada a Galileo Galilei, desarrollé el método de as demostraciones experi-
mentales, y Johan Kepler, que establecié nuestro moderno sistema heliocéntrico, presentado inicial
mente como hip6tesis por Nicolas Copérnico.

Desde e siglo XVII, la descripcion matemética de lafisica progresd notablemente. |saac
Newton publicé laley de lagravitacion lacual, de hecho, se retrotrae a su mentor, Robert Hooke.
Esto fue un gran avance en la filosofia natural, porque los eventos celestiales podian ahora
predecirse matematicamente, aun cuando esto se tornd completamente posible sdlo desde el
advenimiento de las computadoras. El siglo XV fue la época dorada de la mecanica, las leyes
de Newton, y sus generalizaciones por parte de Lagrangey Hamilton abrieron el camino para
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Figura 1.2: Ejemplo de geometria: tridngulos.

Figura 1.1: Ejemplo de geometria: roseton en
un vitral delacatedral de Chartres.

lafisica matematica durante los siguientes trescientos afios.  La geometria se utilizd inicialmente
para la descripcion de loscuerposy particulas. Con e surgimiento de la mecanica cuanticaen €
siglo XX, la geometria se extendié a reino atbmicoy subatdbmico. Por e emplo, los adomos
gue conforman solidosy moléculas exhiben una estructura geométrica (Fig. 1.3) que resulta
esencial para sus propiedades macroscopicas. Argumentos similares funcionan en e caso de
laelectrodinamica (ver, p. §., laFig. 1.4). Las lineas de fuerza de Faraday describen un efecto a
cortadistancia, que fue la base parala descripci6n geométrica de la el ectrodindmica. y que culmind
en las ecuaciones de Maxwell.

El empleo de la geometria cambié nuevamente aprincipios del siglo XX, cuando Einstein
introdujo su teoria de la relatividad general. BasO sufisica en una geometriano euclidiana. La
gravitacién ya no se describia mediante un campo impuesto externamente sobre el espacioy €
tiempo, sino que & "espaciotiempo” mismo se considerd como objeto de descripcion, y se alteraba
de tal manera que los cuerpos se moviesen sobre unalinea virtualmente recta (una geodésica) a
través del espacio. Se consideraba al espaciotiempo como curvo, y su curvatura describialas leyes
de lagravitaciéon. Junto con estainterpretacion, se desarrollaba ala geometriacomo un concepto
abstracto, descrito mediante nimeros y funciones matematicas. Este enfogue se conoce como
geometria analitica, y su forma maés sencilla emplea sistemas de coordenadas y vectores.

El concepto geométrico de Einstein fue el primer cambio paradigmético en la fisica después de
gue Newton introdujo sus leyes de movimiento, 300 afios antes. Las validaciones experimentales
delarelatividad general de Einstein hansido escasas; meramente confinadas a Sistema Solar,

Figura 1.4: Ejemplo de geometria: toroide.
Figura 1.3: Ejemplo de geometria: celda

unitaria de cristal de fluorita. Blanco: calcio,
Verde: fluor.



como en ladesviacion delaluz por el Sol y en larotacion del planeta Mercurio. A pesar de esta
limitacion, se tomo estateoriacomo base paralacosmologia, a partir delacual luego se extra-
pol6 laexistenciadel Big Bang y de la materia oscura.

Desafortunadamente, este enfoque haciala cosmologia haintroducido inconsistencias con-
tradictorias. Por ejemplo, el concepto de que la velocidad de la luz €s un limite superior absolu-
tose hatransformado en dogma en lafisica contemporanea, y como tal inmune alos argumen-
tosracionales. Sin embargo, para explicar la primerafase expansiva del universo, uno debe de
asumir que ello sucedi6 con una velocidad de expansion superior aladelaluz. Este eemplo es
s0lo una de |as criticas a Einstein que deben contestarse adecuadayy cientificamente.

Posteriormente, luego de la muerte de Einstein, |0s astrénomos observaron la asi-llamada
curvade velocidad de las galaxias. Esto significa que las estrellas en los brazos exteriores de las
galaxiasen espiral no se mueven segln laley delagravitacién de Newton, sino aunavelocidad
constante. Sin embargo, larelatividad general de Einstein tampoco logra explicar esta conducta.
Ambas teorias (Einsteiny Newton) se desbaratan para dimensiones césmicas. Cuando una
teoriano se gjusta alos datos experimentales, el método cientifico requiere que lateoriase
mejore 0 se sustituya por un concepto mejor. En € caso de las curvas de velocidad galéctica, sin
embargo, se "decidid" que Einstein estaba en lo correctoy que debe de existir otrarazédn por la
gue los astros se comportan asi. Se postul 6 entonces |la materia oscura, que interactla a través de
la gravedad y se distribuye de un modo tal que justificalas 6rbitas observadas. A pesar de una
blsgueda intensa de materia oscura, aun a nivel sub-atdmico, nada se halé que pudiese
interactuar con laradiacién electromagnética observable, como laluz. Aferrarse alateoriade
Einstein suena alocura, pero nadie en el mundo cientifico se ha atrevido a abandonarla,

Los miembros de AIAS,con Myron Evans a la cabeza, asumieron latareade desarrollar una
nueva teoria de la fisica que superase los problemas de larelatividad general de Einstein.  Poco

después del afio 2000, Myron Evans desarroll6 lateoriade "Einstein Cartan Evans” (teoria ECE
[1, 2, 3]) como reemplazo, e incluso logré unificar esto con la electrodinamica y lamecanica
cuantica. Ello condujo a un progreso importante en varios campos de lafisica, y |os aspectos méas
significativos se describen en este libro de texto.

Lateoria ECE se basa integramente en geometria, a igua que larelatividad de Einstein. Por
lo tanto, se incluy6 el nombre de Einstein en este nuevo enfoque tedrico. Ambas teorias adoptan
la geometria del espaciotiempo (tres dimensiones espaciales, mas una dimension temporal) como
subase. Mientras que Einstein pensd que la materia curvaal espaciotiempo y asumié que la
materia era una "fuente" de campos, veremos que lateoria ECE se basa integramente en el concepto
de campo, sin introducir fuentes externas, las cuales crean dificultades en la de Einstein.

Otrarazon para estas dificultades es queEinstein cometi6 un significativo error mateméatico en
su teoria origina (1905 a 1915), porque no estaba disponible toda la informacion necesaria

Riemann infirid la métrica en 1850, y Christoffel infirid laidea de la conexidn en la década de
1860. Laideade lacurvaturaseinfiri aprincipios del siglo XX, por Levi-Civita, Ricci, Bianchi y

colegas en Pisa. Pero latorsién no seinfirié sino hastala década de 1920, por Cartan y sus colegas en
Paris.

~ Por lo tanto, en 1915, cuando Einstein publico sus ecuaciones de campo, la geometriade
Riemann sdlo contenialacurvatura, y no hubo formade determinar que la conexién de Christoffel

debia de ser antisimétrica, 0 a menos asimétrica La decision arbitraria de emplear la conexion
simétrica devino un axioma, y lasinferencias de lateoria de Einstein acabaron como basadas en
unageometriaincorrecta. Laomision de la torsion conduce a muchos problemas, como lo ha
demostrado el equipo de AIAS, con gran detalle [4].

Latorsion es un retorcimiento del espaciotiempo, que resulta esencial e inextricablemente vincu-
lado a la curvatura, porque s la torsion esigual acero entonces lacurvatura desaparece [4]. De
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hecho, latorsion es incluso mas importante que la curvatura, porque las leyes unificadas de la gra-
vitacion y electrodindmicason bésicamente interpretaciones fisicas del retorcimiento, descrito
formalmente mediante el tensor de torsion.

Lateoria ECE unificalafisica, a deducirla integramente en formadirectay determinista de la
geometria de Cartan,y lohacesin e empleo de parametros de gjuste. El espaciotiempo queda
completamente especificado por la curvaturay latorsion, y lateoria ECE emplea estas cualidades
fundamental es subyacentes para deducir todalafisica apartir delageometriadiferencial, asi co-
mo para predecir efectos cuanticos sin asumirlos (como postulados) desde €l principio. Eslapri-
mera (y Unica) teoria de campo unificada covariante general, objetivay causal.

Este libro primeramente introduce las mateméticas sobre |as que se basa la teoria ECE, de ma-
nera tal que puedan explicarse sisteméticamente los fundamentos de la teoria. Los detalles mate-
maticos se mantienen aun minimo, y se explican sélo en lamedida de o necesario para asegurar
la comprensién de la geometria de Cartan subyacente. Esto permite laintroduccion de los axiomas
y teoremas fundamentales de la teoria ECE de un modo sencilloy directo. Se muestra que las
mismas ecuaciones se mantienen parala electrodindmica, la gravitacion, lamecéanicay ladinami-
cadefluidos, que colocan atodalafisica clasicasobre un terreno en comin. Lafisicaluego se
extiende al nivel microscopico, a introducir la cuantizacion candnicay la geometria cuantica. La
estadistica cuantica empleada es clasicamente determinista. No hay necesidad de renormalizacion
ni de electrodinamica cuantica. Todos los efectos conocidos, incluyendo la estructura del vacio,
pueden explicarse a partir de los axiomas de lateoria ECE, que se basa en la geometria de Cartan.
Esto constituye el gran avance que este libro de texto explicaray clarificara
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2.1

2.1.1

Transformaciones de coordenadas

Antes detratar los fundamentos dela geometriano cartesianay de Cartanen un nivel matemé
tico, debemos conocer las bases de la geometria anditica.

Transformaciones de coordenadas en algebra lineal

Iniciando € campo delageometria, primero recapitularemos algunas bases del dgebralineal. La
geometria de Cartan es, en un sentido, una generalizacion de estos conceptos. Puntos en €l espacio
se describen con coordenadas, que son n-tuplas para un espacio vectorial n-dimensional. Los com-
ponentes de las tuplas son nimerosy describen como se alcanza un punto en e espacio,
colocando juntas partes (por g emplo varas) en diferentes direcciones. Las direcciones se deno-
minan vectores base. Para un espacio euclidiano tridimensional, tenemos los vectores base

1 0 0
€ = 0 , €= 1 , €3 = 0]. (2.1)
0 0 1

Un punto con coordenadas (X, Y, Z) se asignaa un vector
X =Xe| +Yer+Zes. 2.2)

Existe libertad de eleccion de cualquier base en un espacio vectorial, rectangular 0 no, pero cuan-
do se aplica andlisis vectorial a un espacio vectorial, es conveniente tener una base rectangular.
L os vectores base deben de normalizarse, de manera que esto sea una base ortonormal. Una pregun
ta es qué sucede cuando se cambian los vectores base. La posicién de los puntos en € espacio vec
torial debiera de ser independientes de labase, y esto es un requisito fundamental que encontra-
remos nuevamente en la geometria de Cartan. Las coordenadas cambiaran cuando cambia la
base. Un importante capitulo del dgebralineal trata acerca de la descripci6n matemética de esto.
Tomando los vectores base anteriorese, una nueva base g”en un espacio vectorial n-dimensional
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serauna combinacién lineal delabase original:
n
ei=Y qije; (2.3)
j=1

donde los coeficientes ¢g;; representan una matriz, la asi-llamada matriz de transformacion. La
ecuacion anterior, puede, entonces, expresarse como una ecuacion matricial

¢ €

=Q | : 2.4

€n €n

con

Q= (gij) (2.5)

y los vectores unitarios ordenados formalmente en un vector columna. Q debe de ser derangon e
invertible. En laEc. (2.4) los vectores unitarios pueden expresarse con sus componentes como
vectores fila. Denotando e componente j-ésimo del vector unitario & como (&);j = &j, podemos
entonces establecer una matriz con |os vectores unitariosy escribir (2.4) en laforma

/ /

e, .- e, el ... e
: : =Q : . (2.6)
/ /

e, - e eyl ... €m

Entonces latransformacion de bases es un producto matricial por Q. Lamatriz paralatransfor-
macion inversa se obtiene multiplicando (2.4) o (2.6) por lamatriz inversaQ ™

/ /
€11 ... €ln € - €,

1 ) )
~-Q : . 2.7
enl .- enn ey ... e

Multiplicando Q por Q! dalamatriz unitaria, que se expresa por € simbolo de Kronecker:

1 ... 0
QQ'=|: ] =(8)) (2.8)
0 ... 1

= Ejemplo 2.1 Larotacion de bases con un angulo ¢ en un espacio vectorial bidimenional
puede describirse mediante una matriz de rotacion

[ cos¢p sing
Q= (— sing cos ¢> ’ (2.9)
La base de vectores unitarios (1,0), (0,1) se transforma en l0s nuevos vectores base
e\ [cos¢ sing) /1 0\ [ cos¢ sing (2.10)
¢,) \—sing cos¢/)\0O 1) \—sin¢g cos¢)’
esto significa
, <cos¢> , <— sin¢> 2.11)
e = . , €72= .
sin ¢ cos ¢

Ambos conjuntos de bases seilustran en laFig. 2.1.
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. €2
€ 2 _sin()

cos

c05¢ e'l

Figura 2.1: Rotacion de vector base en un éngulo ¢.

Luego de explicar latransformacion de bases, buscamos hallar laley de transformacion de
vectores. L os componentes de vectores en una base, las coordenadas, se transforman en los com-
ponentes en otra base. De la definicion (2.2) puede expresarse un vector con coordenadas x;
como

X = Y e 2.12)

L
y puede transformarse a una representacion en otra base con coordenadas x/
X' =Y xie. (2.13)
i

Como €l vector debe de permanecer igual en ambas bases, podemos establecer X=X". Inser-
tando las transformaciones de bases en esta relacion, uno halla que laley detransforma-
cion de coordenadas es

X =Q'X (2.14)

0 en coordenadas:
/

=Q'[:]. (2.15)

Notamos e importante resultado de que las coordenadas se transforman con lamatriz inversa
comparada con los vectores base y vice versa.

s Ejemplo 2.2 Lamatriz de transformacion de coordenadas para la rotacion bidimensional es
Q' = <cos¢ —sin¢> ' 2.16)

sing cos¢

Esto puede verse facilmente porque la rotacion inversa es de un angulo —¢. Entoncesla
funcidn seno cambia de signo, més no asi la funcidn coseno. Los vectores en |os gjes de la base
se transforman a

! cos 0 sin¢
(0> - <—sin¢>’ <1) - (cosq))' 2.17)
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Comparando con (2.9), vemos que las columnas de la matriz de transformacién Q
representan coordenadas de |os vector es unitarios transformados, no las bases. En general:

X11 .- Xnl 1 ... 0
=Q ' |: : (2.18)

Xin .- Xmn 0o ... 1

donde x;; = (x;); denotael componente j del vector unitario transformado e;. Notar que &l esquema
de indices para.x;; estatranspuesto en comparacion con ladefinicion matricial habitual.

Transformacién general de coordenadas y diferenciales de coordenadas

En el marco derelatividad general, las transformaciones de coordenadas son mapeos para pasar
de un espacio vectoria aotro. Estos mapeos son funciones multidimensionales.En la seccién
precedente, nos limitamos atransformaciones lineales (0 mapeos) mientras que en relatividad
general operamos con transformaciones no lineales. El espacio se describe, en matematica
estricta, mediante una variedad de cuatro dimensiones. En este libro no desarrollamos estos

conceptos en detalle, sino que sdlo explicamos las partes requeridas para una comprension basica.
Los detalles matematicos se explican en detalle en textos de relatividad general, (ver p.g. [5]-[9]).
En este libro empleamos una coordenada temporal y tres coordenadas espaciales para
relatividad general, con indices entreOy 3. Estos vectores se denominan 4-vectores. Las
funciones y mapas (méas adelante: |os tensores) definidos en este espacio base son funciones de
las coordenadas: f(x;),i= 0,.,3. En particular, las transformaciones de coordenadas pueden
describirse en estaforma. Consideremos dos sistemas de coordenadas, A y B, que describen €
mismo espacio y se relacionan por unatransformacion no lineal. Sean X; los componentes de un

4-vector X en € espacio A y Y; los componentes de un 4-vector Y en el espacio B. Lafuncion
de transformacion f : X - Y puede expresarse como dependencia funcional de los componentes:

Y= £i(X)) = (X)) 2.19)

para todos los componentes i de f y todos los pares i,j. Consideraremos a continuacion las
transformaciones entre un sistema rectangular, ortonormal de coordenadas, definido por vectores
base (1,0,...),(0,1,...) etc. y las coordenadas

()
x_ % (2.20)

y un sistema de coordenadas curvilineo con coordenadas
uj

u=| 1. 2.21)

u3
Uy

Las funciones de transformacion del sistema curvilineo al cartesiano puede definirse mediante

Xl' = X,‘(l/tj) (222)
como se menciona arriba. Las transformaciones inversas definen las funciones de coordenadas de u:

u; = ui(Xj). (223)
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N>
f

Figura 2.2: Transformacion a coordenadas curviliness.

Las funciones u; = constante definen superficies de coordenadas, ver Fig. 2.2, por gemplo.
El grado de cambio en cada direccion viene dado por el cambio en longitud de arco, y se
expresa por los factores de escala
X

hi = | (2.24)

Los vectores unitarios en el espacio curvilineo se computan mediante

1 dX

5 (2.25)

€
El vector tangente de las curvas de coordenadas en cada punto del espacio se define mediante
8u,~

Reguerimos que e sistema de coordenadas curvilineo sea ortonormal en cada punto del espacio.
Esto puede asegurarse por la condicion de que los vectores tangentes de |as coordenadas curvas en
cada punto cumplan € requisito

Vui . Vuj = 6,'j. (227)

L os factores de escala pueden expresarse aternativamente por el modulo del vector tangente:

1

hi=—.
! ’Vl/ti’

(2.28)

s Ejemplo 2.3 Consideramos la transformacion de coordenadas cartesianas aesféricas en un
espacio euclidiano. Las coordenadas curvilineas de un punto en el espacio son (r,6,¢), donde r
esd radio, 6 €l &ngulo polar y ¢ € angulo azimutal, ver Fig. 2.3. Las coordenadas cartesianas
son (X,Y,Z). Las ecuaciones de transformacion del sistema curvilineo al rectangular son

X =rsinBcos ¢
Y =rsinOsin¢ (2.29)
X =rcosB
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y las transformaciones inversas son

U =r=vVX2+Y2+272

o z
ug = 0 = arccos —————— .
VX2 4+Y2+72 (2.30)
¢ = arctan -
Uy = = arctan —.
¢ X
VA
*(r,0,9)
r/o
0 |
™ !
ANE y
QR
X

Figura 2.3: Coordenadas polares esféricas!
El vector de factores de escala (2.24) es

1
h= r (2.31)
rsin@

y lamatriz de vectores unitarios columna (2.25) es

cos¢ sinf sin¢ sin@ cosO
(e1,e2,e3) = cosp cosO sing cos® —sinh . (2.32)
—sin@ cos ¢ 0

Los componentes de h deben de ser positivos. Lafuncion seno puede tener valores positivosy
negativos, pero en coordenadas esféricas el rango de 6 es entre 0 y 71, por lo tanto esta funcién
es siempre positiva. "

Como se explicd, lossistemas de coordenadas se eligen de modo tal que lalongitud de los
vectores se conserve. Esto también debe cumplirse para procesostemporales. Por giemplo, un
vector distancia que cambia con € tiempo es

AX = vAr — Xo (2.33)

dondev es & vector velocidad de un punto de masay Xo es unadistanciainicial. La distamcia
al cuadrado es

S 2 = VZAIZ_ (Xoi
Notamos que aparece un signo negativo frente ala parte espacia de s? Egto es diferente de un
3-espacio euclidiano puramente "estatico”, donde tenemos

s2=X>4+Y* 472 (2.35)

(2.34)

IFuente: Wikimedia Commons - https://commons.wikimedia.org/wiki/File:3D_Spherical.svg#/media/File:3D_
Spherical.svg
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Ahora generalizamos la Ec.(2.34). Cuando las diferencias en tiempo y espacio entre dos
puntos son infinitésimamente diferentes, podemos expresar la distancia entre estos puntos con
coordenadas diferenciales:

ds* = ¢ dt* —dX* —dy* —dz? (2.36)
donde ds es €l elemento lineal diferencial. Hemos agregado un factor ¢ a la coordenada temporal
t de manera que todas las coordenadas tengan la dimension fisicade longitud. De lamisma
manera podemos expresar el elemento lineal en otro sistema, digamos las coordenadas u:

ds® = (dug)?® — (duy)? — (du)* — (duz)?. (2.37)

Hasta e momento hemos tratado con un 3-espacio euclidiano, aumentado por un componente
temporal. En forma més general, las ecuaciones anteriores pueden expresarse en laforma

ds* =Y mij dx; dx; (2.38)
ij

donde 7;; representa una matriz de coeficientes constantes que conduce directo a(2.36) o (2.37):

1 0 0 O
0 -1 0 O
M)=1 6 o -1 o (2.39)
0 0 0 -1
Formalmente podemos expresar las coordenadas como un vector 4-columna
ct
Xl
(x*) = v (2.40)
X3

donde u va de 0a 3y seescribecomo indice superior. Podemos hacer |o mismo paralos dife-
rencial es de coordenadas:

cdt
ax!
dx?
dx?

(dxt) = (2.41)

A esta atura debemos notar que e determinante de la matriz (2.39) es-1. Lamatriz y se
denomina la métrica del espacio, en este caso del espacio euclidiano plano extendido en €l
tiempo, también llamado espacio de Minkowski. Obviamente, lamétrica es definida negativa
Algunas veces se define 5 con signos inversos, pero el resultado es el mismo. Entramos aqui al
territorio de la Relatividad Restringida. Necesitamos tratar con transformaciones de Lorentz en este
texto. Dado que lamétricadel espaciotiempo es una cantidad fisica esencial en la Relatividad
Genera, a igual gque en lateoria ECE, introducimos la Relatividad Restringida sélo desde €l
punto de vistade que el elemento lineal ds es independiente del sistema de coordenadas.
Posteriormente veremos que esto conduce al factor Gama de la Relatividad Restringida. Este es
e Unico formalismo en comun entre la Relatividad de Einstein y lateoria ECE. Regresaremos a
esto cuando se consideren situaciones fisicas donde se producen atas vel ocidades. Esto requiere
de un tratamiento relativista (en e sentido de la Relatividad Restringida).
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Transformaciones en espacios curvos

Hasta ahora hemos llevado a cabo algebralineal en espacios euclidianos. Ahora extenderemos los

conceptos de la secidn precedente a espacios curvos.  Esto significa que valores de coordenadas

equidistantes no describen elementos de igual longitud. Pero vale la advertencia de que el emplear

estos sistemas de coordenadas no significa que el espacio sea " curvo"en modo alguno. De acuerdo
con el Ejemplo 2.1 de la seccién anterior, un sistema de coordenadas curvilineo puede describir
perfectamente un espacio "plano" euclidiano. A continuacion, consideramos dos sistemas de
coordenadas en el mismo espacio, denotados como diferencial con primado y no primado, dx y

dx. Segln las Ecs. (2.22, 2.23) tenemos dependencia funcional entre ambas coordenadas:

=M (x"Y) (2.42)

KV =V (xM). (2.43)

Diferenciando estas ecuaciones da, inmediatamente

dx'H
d ey 2.44
=L e (2.44)
oxH
dxt = Xv: S (2.45)

Para hacer estas ecuaciones similares a las transformaciones en dgebralineal (ver seccién
2.2.2), definimos matrices de transformacion

dxH
ol = ENE (2.46)
_ dxH
V=g (2.47)

de manera que cualquier vector V con componentesVH en un sistema de coordenadas puede
transformarse a un vector VV* en e otro sistema de coordenadas mediante

VE=0obl VY, (2.48)
VE =, V", (2.49)
Estas matrices, sin embargo, no son elementos de agebra lineal, sino funciones matriciales,

porque no estamos trabajando con transformaciones lineales.Lafuncion o es matriz inversade
oy viceversa. Esto significa

Y ohal =38! (2.50)

con la delta de Kronecker

1 siu=v
i = . 2.51
Y {0 Si L#Vv (2.51)

Aqui hemos escrito a voluntariamente con un indice superior y uno inferior. Esto nos permite
introducir la convencién de sumatoria de Einstein: si el mismo indice aparece como indice
superior e inferior de un mismo lado de unaecuacion, se suma sobre esteindice. Tal indice
también se denomina indiceficticio. Utilizaremos con frecuencia esta caracteristica cuando se
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introduzcan los tensores mas adelante. Con esta convencién, que emplearemos sin aviso en e
futuro, podemos escribir:

abolh =8y, (2.52)

Dado que €l espacio no es necesariamente plano, los coeficientes de la métrica de (2.39) no son
constantes, y pueden surgir elementos no diagonales. Esta métricageneral se denomina, por
convencion, gy, Y se define mediante el elemento lineal como antes:

ds* = guy dx* dx. (2.53)
Para un espacio plano con coordenadas cartesianas tenemos
8uv = Nuv- (2.54)

s Ejemplo 2.4 Computamos un gemplo para una matriz de transformacion. Tomando €l
giemplo 2.3 de transformacion entre coordenadas cartesianas y coordenadas esféricas polares,
tenemos, por (2.29), (2.30):

x' = rsinBcos ¢

x> = rsinOsin¢ (2.55)

x> =rcos@

y las transformaciones inversas
N \/(x1)2+(x2)2+(x3)2

x> = @ = arccos (2.56)
(1) + ()2 + (%)
2

3= ¢ = arctan —.
X

Lamatriz de transformacion es, seglin (2.46):

ox! d ) .
Ocll == gy (rsin@cos¢) = sin 6 cos ¢ 2.57)
ox! 0
1_ _ . _
= 7= 79 (rsin@cos@) = rcos 6 cos ¢

etc. ...
resultando en unamatrizde3 x 3

sinBcos® rcos@cos¢ —rsinfsing
o= |sinOsin¢g rcosBsing rsinBcos¢ | . (2.58)
cos 6 —rsin @ 0

Obviamente, esta matriz no es simétrica, e incluso tiene un cero en la diagonal principal. Aun asi
es de rango3 y es invertible, como puede verificarse. Omltlmoslos detalles aqui, yaquela

matriz inversaes un poco complicada.  El determinantede o esr 2sing, e determinante de @,
lamatriz inversa, es 1/(r?sind). Por insercion uno puede verificar que

a-a=1. (2.59)

El gemplo est& disponible como cddigo para el sistema de dlgebra computacional Maxima[23].m
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s Ejemplo 2.5 Como gemplo adicional, computaremos la métrica dela transformacion de
coordenadas del e emplo previo (2.4), ver cédigo [24]. Hasta ahora no tenemos un método formal
paraesto. Laformamés sencilla para espacios euclidianos es el método original de Gauss. S la
métrica g (unamatriz) se conoce para un sistema de coordenadas xH, el elemento lineal invariante
de una superficie (que es hipotético en este caso) viene dado por

dx!
ds* = [dx'dx*dx®] g |dx*| . (2.60)
dx3

Lamatriz de lamétrica de otro sistema de coordenadas X** es computable por
g=J"gJ (2.61)

donde J es el jacobiano de la transformacion de coordenadas:

ax' ax! gx!
ax' Ix? ox3
J= a2 dxr  9x% (2.62)
ox'! Ix? ox3 .
ISR IR 1]
ox'! Ix? ox3
Comparando esto con la Ec.(2.57), vemos que lamatriz de transformacion a es idénticaa

jacobiano, de manera que podemas también escribir:
g=al ga. (2.63)
La métrica de las coordenadas cartesianas es simplemente

100
g=10 10 (2.64)
00 1

y puede insertarse en (2.63), junto con o del ggemplo precedente. El resultado es

1 0 0
g’ =10 2 0 (2.65)
0 0 r%sin’e .

parala métrica de coordenadas esféricas. Escrito como el elemento lineal es

ds* = dr* +r*d0?* + r*sin> 0 d¢>. (2.66)
La métrica es simétrica en general y diagona en lamayoriadeloscasos. Aprenderemos otros
métodos de determinar la métrica en espacios curvos alo largo de este libro. "
Tensores

Luego de explicar transformaciones de coordenadasy su representacion matricial, incluyendo
la métrica en cierta medida, extenderemos este formalismo desde |os vectores a los tensores.
En primer lugar, debemos definir qué es un tensor. Luego veremos como se transforman.

En la seccion 1.1.3 introdujimos un formalismo de escribir matrices y vectores con
cantidades indexadas, con indices superiores o inferiores, eligiendo esta posicion en formaalgo
arbitraria, por gemplo para cumplir la convencién de sumatoria de Einstein. Introduzcamos
ahora objetos k-dimensionaes (con k variando entre 0 y cualquier nimero entero), con indices
superiores e inferiores de laforma

TH (2.67)
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T tiene nsupra-indices 4 y msub-indices vi con n+m=k. No serequiere que todos los
supra-indices aparezcan primero, por g emplo

733 (2.68)

es un objetovaido. Los indices ;, vi representan los indices para cada dimension, yendo de 0 a
k-1 por definicién. En € eiemplo de mas arriba, tenemos k = 4, de manera que

T340 (2.69)

no seriaun objeto valido. Parak = 2 semejante objeto representa unamatriz, parak = 1 un vector y
para k=0 (sinindice) un valor escalar. Un tensor se define mediante objetos de tipo (2.67) que
adhieren a cierta conducta de transformacion de los supra- y sub-indices. Dada una transformacién
de coordenadas a,* entre dos sistemas de coordenadas, esta transformacion debe aplicarse separa-
damente para cada indice de un tensor. Por jemplo, un tensor T bidimensional puede transformarse
aT mediante

T W = gph gy Tk, (2.70)
Ademés, requerimos, para sub-indices, utilizar las matrices de transformacion inversa:

Tw= oy oty T (2.71)
Yy, €n consecuencia, para casos mixtos.

TH = opH ol TPy, (272)

Nétese que las matrices o estan definidas mediante las diferenciales de la transformacion, ver las
Ecs. (2.44) y (2.45).

En la seccion 2.1.1 vimos que, s ayt transformalos vectores base, entonces la matriz inversa
a,” transforma las coordenadas de los vectores. Por lo tanto, los supra-indices de tensores
transforman como coordenadas, mientras que los sub-indices transforman como las bases. Los
supra-indices también se llaman indices covariantes, mientras que los sub-indices se llaman
indices contravariantes. Un tensor que contiene ambos tipos de indices se Ilama un tensor de
indices mixtos.

Concluimos esta seccion con la sugerencia de que también la métrica introducida en la seccion
previa es un tensor. Mateméticamente mas preciso seria restringir entonces alos tensores a
Vivir en espacios métricos, pero no nos preocuparemos demasiado con detalles matematicos en
este libro. Lametrica g, en espacios curvos esunamatriz simétricay un tensor de dimension 2.

El producto interior de dos vectoresv,w puede expresarse con ayuda de lamétrica:

S= 0w vHwV (2-73)

En un espacio euclidiano con coordenadas cartesianas, g es la matriz unitaria, tal como se
demostr6 en e Ejemplo (2.5). Los indices de tensores arbitrarios pueden moverse hacia arriba o
hacia abajo mediante las relaciones

TH =gy TH (2.74)

TH =g Ty (2.75)

donde g+ eslamétricainversa

g% Oy =3 1. (2.76)
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m Ejemplo 2.6 Presentaremos algunas clases de operaciones con tensores. Los tensores pueden
multiplicarse. Entonces el producto tiene el conjunto unién de indices, por gemplo

ARYB, =M} . (2.77)

El orden de multiplicacion de A y B juegaun papel, por lo quetal producto solo tiene sentido
paratensores con cierta simetria, por gjemplo el producto tensorial de dos vectores:

viwY = CHY, (2.78)
Aqui, C es un tensor sSimétrico, es decir
cHY =C". (2.79)

S6lo pueden sumarse tensores del mismo rango:

AR, +BP G =C%. (2.80)
Laecuacion
AR, 1 BPC =2 (%P 2.81)

no es compatible con la definicion de tensores, y por ende es erronea. Para més gjemplos, ver [5]. =

Variedad base y espacio tangente

Luego depasar revistaal formalismo de tensores, consideraremos | 0s espacios en 10s que operan
estos tensores. Un tensor puede considerarse como unafuncion, por ejemplo

" :R* - R? (2.82)
gue mapea un 4-vector aun campo tensorial bidimensional:
[ct,X,Y,Z] = T*, (ct,X,Y,Z) (2.83)

donde los dos indices del tensor indican que € mapaimagen es bidimensional. Hablamos de un
"campo tensoria" en casos en donde se mapea un rango de argumentos continuo a un rango de
imagen continuo, diferente del conjunto de argumentos. Por gjemplo, T pudiera ser un campo

electromagnético que et definido en cada punto del 4-espacio. Si el conjunto de argumentos no
eseuclideano, requerimos que, en cada punto del conjunto de argumentos, exista un entorno lo-

cal que sea un homomorfismo de un subconjunto abierto de R", donde n esladimension del

conjunto de argumentos. Esto se denomina entonces una variedad, o manifold. Aplicando maltiples
funciones tensoriales a una variedad significa que existen varios mapas de lavariedad. Serequiere
ademés que la variedad sea diferenciable, porque més adelante vamos a querer aplicar calculo dife-
rencial. Supongamos que un punto Pse ubicadentro del rango local vaido de dos sistemas de
coordenadas diferentes. Entonceslavariedad esdiferenciable en P, si el jacobiano de la transfor-
macion entre ambos sistemas de coordenadas es derango n, ladimension delavariedad.  Parala
definicion de productos escalares, longitudes, angulosy volimenes, necesitamos una estructura
meétrica para"realizar mediciones'. Para esto serequiere de la existencia de un tensor métrico.
Unavariedad diferenciable con un tensor métrico se denominavariedad riemanniana.

s Ejemplo 2.7 EnlaFig. 2.4, sedaun gemplo de unavariedad bidimensional: la superficie

delaTierra. Lageometria es no-euclidiana. Para grandes tridngulos de la superficie terrestre, la
suma de los angulos es diferente de 180°. Una pequefia region se mapea a una superficie plana
donde se restablece la geometria euclidiana. Esto puede hacerse para cada punto de una variedad

dentro de cierto entorno, pero no globalmente para toda la variedad.
|
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Figura 2.4: Variedad bi-dimensional y mapeo de una seccién a un segmento plano.

IxM

v/x

(1)

Figura 2.5: Vector tangente v a una variedad bi-dimensional M.

En cada punto de semejante variedad puede definirse un espacio tangente. Este esun
espacio plano R" con lamismadimension que lavariedad. EnlaFig. 2.5 se describe un giemplo
de unavariedad bi-dimensional y un espacio tangente. Lavariedad se denotacomo M y €l espa-

cio tangente en el punto X como Tx M. Dicho espacio tangente (un plano) por ejemplo, ocurre

para el movimiento o puntos de masa alo largo de una curvaorbitaly(t).

La variedad puede estar cubierta de puntos con entornos locales y espacios tangentes correspon-

dientes en cada punto. El conjunto de todos |os espacios tangentes se llamamanojo tangente

Cambiando |os sistemas de coordenadas en la variedad significa que e mapeo desde la variedad

a espacio tangente debe redefinirse. Un producto escalar puede definirse en el espacio tangente
mediante el empleo de la métrica de la variedad.

Ahora queremos hacer que ladefinicion del espacio tangente seaindependiente de la seleccion de
coordenadas. El espacio tangente T, M en el puntoxen |a variedad puede identificarse con el es-
pacio de operadores de derivadas direccionales alo largo de curvas que pasan por x. Las deri-
vadas parciales /0 x,= o, representan una base adecuada para €l espacio vectoria de deriva-
dasdireccionales, que podemos identificar sin dudas con el espacio tangente. Consideremos
dos variedades, My N, y unafuncion F :M - N para un mapeo de puntos deM a puntos enN.
EnMyN no se define diferenciacion. Sin embargo, podemos definir cuadros de coordenadas
desde | as variedades a sus correspondientes espacios tangentes. Estas son las funciones deno-
tadascomo ¢ y v enlaFig. 2.6.  Los cuadros de coordenadas nos permiten construir un mapa
entre ambos espacios tangentes:

yofop ' :R" R (2.84)

Con ayuda de esta construccion podemos definir una derivada parcial de f que aproveche esta
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viaindirectade los espacios tangentes. Para un punto x* en R™ (el punto de x en M) definimos

d 0
= (yofog () (2385)

En muchos casos de aplicacion tenemos una curvaen lavariedad M descrita por un pardmetro
A. Podriaser el movimiento de una masa puntual en funcion del tiempo. Igual que mas arriba,
definimos la derivada de lafuncién f segin 2 mediante laregla de la cadena:

df  da
ﬁ - ﬁa,l f (2.86)

Como seve, hay una sumatoria sobre el indice W, y o, puede considerarse como una base del
espacio tangente. Los textos de mateméticas a veces aplican esto (por ejemplo [10]).

ol 1o ol I

R™ RN

Figura 2.6: Mapeo entre dos variedades y espacios tangentes.

n-formas

Hay una clase especia de tensores, llamados n-formas. Estos comprenden todos |os tensores
covariantes completamente anti-simétricos.  En un espacio n-dimensional, hay O-formas,
1-formas, ..., n-formas. Todas las formas mayores son cero por e requisito de antisimetria. Una
2-formaF puede construirse, por ejemplo, mediante dos 1-formas (co-vectores) ay b:

1
Fuv = E(aubv _avb‘u). (287)

Mediante elevacion de indices, esto puede re-expresarse alaforma
1

FY = (b —a"b") (2.88)
con
at =g"Va,, etc. (2.89)
Con un corchete para una permutacion de indice antisimétrico
(W] - py — v (2.90)

podemos expresar esto en laforma

1
Fuy = 5ajby. 2.91)
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En general podemos definir

1

- (Tyy o, + suma alternante con permutaciones de i ... Hn). (2.92)
n!

T[Nl JTE T

El tensor antisimétrico puede contener més indices que no se permutan.

= Ejemplo 2.8 Considerar un tensor 7}, © que €s antisimérico en sus primeros tres indices.

Entonces tenemos
1

T[,uvp]c f= E(T,uvpo' - T,upva f + Tpuvc f- Tvupc ‘ + Tvpucr f- Tpvuo T)‘ (293)

Utilizando la antisimetria de los dos primeros indices, podemos simplificar esta expresion a

1
T[,uvp]cr f :6 (Tuvpc f— (7T,lep6 T) + Tp,uvc f— (*Tpuvc T) + Tvp,uc f— (*Tvp/.w T))

(2.94)
1 T T T
=3 (Tuvpc +Touve T Typps )
Estaeslasumadelosindices |, v,p permutados ciclicamente. -

Con ayuda de la antisimetrizacién podemos definir € producto exterior 6 producto cufia. Dada
unap-formaay unag-formab, definimos el producto antisimétrico por el operador A (cufia):
_ (p+q)!
(@nb)uy. .y = plg! Aty .ty Dty 1t ) (2.95)

Por gemplo, e producto cufia de dos 1-formas es

(anb)uy =2ay by = ayby —ayby. (2.96)
El producto cufia es asociativo:
(a/\(b—i—c))#v:(a/\b)#v—k(a/\c)uv. (2.97)

Los mateméticos gustan de omitir los indicessi resulta claro que una ecuacion se expresa para
formas. Asi, la Ultima ecuacion también puede expresarse como

aN(b+c)=aNb+alc (2.98)

en una notacion abreviada.  Otra propiedad es que los productos cufia no son conmutativos.
Para unap-formaay unag-formab es

anb=(—1)’"bNa (2.99)
y parauna 1-forma:
aha=0. (2.100)

Estas caracteristicas justificarian el nombre “producto exterior” como generalizacion de un
producto vectoria en tres dimensiones.

Una operacién importante en formas es aplicar el dual de Hodge. Primero definimos el
simbolo de Levi-Civitaen n dimensiones:

1 sily...u, es permutacion par de 0,...(n—1),
€y, = =1 sipy...u, espermutacionimpar deQ,...(n—1), (2.101)
0 en otros casos.
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. . , - .
El determinante de una matriz puede expresarse con este simbolo. Si M, €s unamatriz nx n,
el determinante |M| cumple larelacion

— H Hn
Eup..uty, M| = €y, My - M) (2.102)

o restringiendo a una permutacién del lado izquierdo:

M| = ey, M- MF. (2.103)

El simbolo de Levi-Civita esta definido en cualquier sistema de coordenadas de lamisma
manera, sin sufrir una transformacion de coordenadas. O seaque no esuntensor. El simbolo es
totalmente antisimétrico, o sea que cuando dos indices se intercambian, el signo cambia. Todos
los elementos donde un indice aparece dos veces son cero, porque el conjunto de indices debe
ser una permutacion.

El simbolo de Levi-Civita también puede definirse con supra-indices de la mismaforma.
Entonces el determinante (2.102/2.103) adopta laforma

ghl-th | M| = gttt Ml (2.104)
H Han

(M| = gty My, (2.105)

Podemos construir un tensor a partir del simbolo de Levi-Civita, multiplicandolo por laraiz del
modulo de lamétrica (en el espacio Minkowski la métrica es negativa definida, por lo que debemos
de tomar € médulo). Comenzamos con la ecuacion de transformacion del tensor de lamétrica

oxH* dxV

Su'v = nguv (2.106)
y aplicamos €l determinante. Con laregladel producto de determinantes, esto queda
dxH | | dxv IxH |2
|gll’v’| = 7| a7 |guv| = Il ’guv| (2.107)
0
'u' Iy!
ot _ [l (2.108)
oxt |8uv]

donde el lado izquierdo representa el determinante del Jacobiano. Usando el caso especial

b= ?;j: (2.109)
e insertando esto en (2.104) se obtiene
gl af:;/ - 8#1'“#’1% . g;f (2.110)
El determinante del Jacobiano inverso es
dxH oxH' B
I = Tl (2.111)
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por lo tanto, obtenemos a partir de (2.110) insertando (2.108):

W L
enuiurll 71 — e.u'lm.un ax ax 1

Vi oxt dxtnflguy] 2.112)

Asi, gt /| /|g| se transforma como tensor y por lo tanto es por definicion un tensor.  El tensor
covariante se transforma como

8xul ax.un
STTIRY |gurv| = .. N TAY |8uvl- (2.113)

Los indices pueden subirse y bajarse como es costumbre multiplicando con elementos métricos.

Con esta conducta del simbolo de Levi-Civitaen mente, definimos el Dual de Hodge de una
formatensorial como sigue.  Suponer una variedad n-dimensional, una sub-variedad p-dimen-
sional, p< n, y unap-formatensorial A. Definimos entonces

~ 1 B
Aty = 8] V2N e, Ay (2.114)

El tilde supraindice ~ sellamael operador del dual de Hodge. En la literatura matemética esto
se suele denotar con un asterisco como prefijo-operador (%), pero preferimos el tilde. El dual

de Hodge se expresa con € simbolo de L evi-Civita con sdlo componentes covariantes con

gﬂl»-.,unfp: |g‘ 1/2 g% ... g% ¢ Ay,. Yy (2.115)

O1...OpH1...Hn—p

En este libro usaremos una forma mas sencilla, donde un tensor contravariante se transformaen
tensor covariante y vice versa. Los factores g'17! etc. pueden emplearse para subir |os indices de

Avl...vp3
~ 1
A“’l-"“nfp = 7||g‘71/2 £V1...Vn AVIMVP7 (2’116)
A’ul..‘,un,p — |g‘l/2 vi. “vnAvl.A.Vp (2117)

donde el signo del exponente de |g| se ha cambiado seguin (2.113). Como gjemplo, en un espa-
cio 4-dimensional empleamosn =4, p=2. Los duales de Hodge de laforma A son, asi

~ 1 _
Ay =38l 12 ¢

UVGp AP, (2.118)

—y 1
ARY = |12 eMVOP Ay, (2.119)

El dual de Hodge A eslinealmente independiente en la forma original A. Usaremos el dual de Hodge
cuando deduzcamos los teoremas de Cartan y |as ecuaciones de campo de la teoria ECE.

2.4 Diferenciacion

Y a empleamos algunas formas de diferenciacién en secciones precedentes, pero sdlo enla forma
"establecida’ con espacios euclidianos. Ahora extenderemos esto a espacios curvos (variedades) y
al clculo de p-formas.
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Diferenciacioén covariante

Hasta ahora, yaempleamos derivadas parciales de tensoresy derivadas parametrizadas. Esto

no resulta suficiente para definir un tipo general de derivada en espacios curvos de variedades.
Derivadas parciales dependen del sistema de coordenadas. Necesitamos una derivada "covariante
generalizada' que mantenga su formabajo transformaciones de coordenadas y pase ala derivada
parcia para espacios euclidianos.

Para retener linealidad, la derivada covariante debiera tener la forma de unaderivada
parcial més unatransformacion lineal. EstaUltimacorrige laderivada parcial de modo tal que
se asegure lacovariancia.  Latransformacion lineal depende de los indices de las coordenadas.
Definimos parala derivada covariante de un campo vectoria arbitrarioVV:

DyVY = 9,V¥ 4T}, v (2.120)

donde las T}, son funciones denominadas los coeficientes de conexion o simbolos de
Christoffel. Eff contraste con una derivada parcia ordinaria, la derivada covariante deun
componente vectorial V" depende de todos los otros componentes através de la suma con los
coeficientes de conexion (jobservar la convencién de sumal). La derivada covariante debierate-
ner propiedades tensoriales, por o que laEc. (2.120) es una ecuacion tensorial, que transduce
un tensor (1,0) en un tensor (1,1), y podemos aplicar |as reglas de transformacién para tensores:

oxH 9x”' oxM 9x”' [ 9
DV = DV = ———— = VYTV, vV 2.121
FRTIER 8x“8x"<8“ Tz ) -12)
Por otro lado, podemos aplicar la transformacion ala Ec. (2.120) directamente:
DV =gV 4T}, V¥, (2.122)
Lostérminos individuales del lado derecho transforman como sigue:

axt 9 o oxt o0 [ ox
V A%
WV = VY = o (ava ) (2.123)

ox* %Y ., oxtax¥ 9

= OxH Oxt xV + oxt dxV dxk

dxt

donde laregla del producto se haaplicado a primer término. Las Ecs. (2.122) y (2.121) pueden
igualarse. El término con la derivada parcial deV" se cancelay obtenemos:

Oy VY =Th, =V, (2.124)

v ax* VAL It O, _ axt axv' .,
HA" 9 xh oxH" dxHdxt oxH Jxv HA

Aqui reemplazamos el indiceficticiov con A en el término con la derivada parcia mixta. Estaes
una operacién comun en las ecuaciones tensoriales. Otra operacion habitual es multiplicar una
ecuacion tensorial por un término indexado y sumando sobre uno o mas indices libres (o sea

volviendo a indice previamente independiente en un indiceficticio). Multiplicando la tltima
ecuacion por ox* / ox* da

ox* Ix* Ix” 9x" v A Ix* oxt 9%
OxH gxX gxv HA AxH' Ix* IxHox*

(2.125)

Ty, Vvt = (2.126)
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de mManera gue nos acercamos a determinar la transformacion de los coeficientes de conexion. La
dltima ecuacion se cumple para todo vector V2, 'y la ecuacion debe cumplirse para los coeficien-
tes de V* directo. Asi obtenemos la ecuacion de transformacién de |os coeficientes de conexion:
oxt 9x* IxV' " ox* Ixt 9%V
IxH Ixr dxV HA T xt Gk’ JxHIxt
Obviamente los Gamas no transforman como tensor, el Ultimo término lo evita. ~ Los Gamas no
son un tensor, y losindicesde Gama no pueden subirse o bajarse a multiplicar con elementos
Métricos y no es necesario poner mucho esfuerzo en mantener el orden de supra- y sub-indices.

Hasta ahorainvestigamos derivadas covariantes de un vector contravariante (Ec. (2.120)). La
teoria puede ampliarse a vectores covariantes de 1-formas wv:

Y, = (2.127)

Dy, =ty + 17,0, (2.128)

DondeI" es un coeficiente de conexion que es a priori diferente deI’. Puede demostrarse
[5] que- por motivos de consistencia- I' esigual quel excepto por € signo:

Ik, =-T%,. (2.129)

Notese que los indices de suma son diferentes entre (2.120) y (2.128). Teniendo ahora una
derivada covariante para componentes contravariantes y covariantes, la derivada covariante
para tensoresarbitrarios(k, m) se define como sigue:

DGTMI ule...Vm = aGTul uleu.Vm +FI;IZ,T e “kVI...Vm +F’C1721TIJ1 . ‘ukvl-uvm +.. (2130)

A MMk A My M
_FGV1T AVa..Vi _FGV2T VIAVZ.Vi

Aplicando la derivada covariante, un tensor ?k,m) se transforma en un tensor (k,m+1). También es
posible sacar la derivada covariante de unatuncion escalar.  Como en este caso no hay indices

definidos parala conexion, definimos, para unafuncion escalar ¢ :
Dy¢ = duo. (2.131)

Como ya se ha visto, |os coeficientes de conexion no son un tensor. Sin embargo, es fécil
volverlos un tensor tomando la suma antisimétrica de | os sub-indices:

A 1A A 2.132
Th, =Tk, —Th,. (2.132)
Esto se denomina un tensor detorsion. Cuando se aplicalatransformacion (2.127) parala
diferencia de Gamas, € Ultimo término desaparece porgue € orden en la derivada parcial mixta es
arbitraria.  El tensor de torsién es antisimétrico por definicién. En cuatro dimensiones puede

expresarse, para cada indice A, como
TO’I Tgn ;ioz ;ios
uv )= :T)LOI _T* 012 T)LB
0 2 . 23
T —Th; —T'%3 0
Hay seis componentes independientes por cada /. Veremos después que éste esuno delos

elementos basicos de la geometria de Cartan. Una conexién simétrica en sus sub-indices estalibre

de torsion.
Para completar, damos la definicion del tensor de curvatura de Riemann, que también esta

definido por los coeficientes de conexion, pero de un modo mas complicado.
A A A A A
R puy =y, — vy, + 16Ty, =TT, (2.134)

(2.133)

p

El tensor es antisimétrico en sus dos Gltimos indices. Si se expresa en su forma pura covariante
Ripuv = 9oz Ry, Y 12 variedad se halla libre de torsion, e tensor de Riemann también es

antisimétrico en sus primeros dos indices. Esta propiedad, sin embargo, no se utilizara en lageome-
tria de Cartan.
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Compatibilidad métrica y transporte paralelo

Una propiedad fundamental de vectores en fisica es su independencia respecto de su representacion
en coordenadas. Del espacio euclidiano sabemos que una rotacion de un vector deja su longitud y
orientacion constante respecto de otros vectores. En variedades curvas éste yano es siempre el

caso. Si se conserva o no lalongitud de un vector depende del tensor de lamétrica. EnlaFig. 2.7
seilustrael transporte paralelo de un vector . En una superficie esférica, se transporta en paraelo un
vector desde € polo norte a un punto en el ecuador de dos maneras: 1) movido directamente alo
largo del meridiano (derecha; rojo) y 2) movido primero por otro meridiano y luego por una latitud

ecuatorial (izquierda; azu). Obviamente, los resultados difieren, por lo que este precedimiento
ingenuo no es compatible con una variedad esférica.

BN
SN\
g

\
R

Figura 2.7: Transporte paralelo de un vector sobre una esfera.

Formalicemos el proceso para definir transporte paralelo de un modo compatible. Un sendero
es €l desplazamiento de un vector V¥ con coordenadas parametrizadas, con un pardmetro 4 :

VY =VVY(1) enel punto x”(1). (2.135)

Esto puede considerarse como €l mover el vector (que es un tensor) por un sendero predefinido.
Definimos la derivada covariante alo largo del sendero mediante

D dx*

=Dy, (2.136)

donde % es el vector tangente al sendero. Esto da un método de especificar un transporte
paralelo de V. Esta condicion se cumple si la derivada covariante del sendero desaparece:

DVV  dx* dxH
=D, VY= (d,VV 4TV VP)=0. 2.137
dr — dr* 2 VATV (2.137)

Como el vector tangente no puede desaparecer (perderiamos el sendero en ese caso), resulta
gue la derivada covariante del tensor debe de desaparecer:

D,V¥ =0. (2.138)

Esta es lacondicion paratransporte paralelo.  Se cumple s y s6lo si laderivada covariante en un
sendero desaparece. Esto se cumple para todo tensor. En particular, podemos elegir €l tensor dela

métricay requerirle que se transporte en paralelo:

Dsguv =0. (2.139)
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Esto se llama compatibilidad de la métrica. Se dice también que la conexién es métricamente

compatible porgue esta contenida en la derivada covariante. Significa que el tensor de la métri-

ca escovariantemente constante en todos lados y puede transportarseenparalelo. Si se omite es-
te requisito habria dificultades para definir la fisica en unavariedad, por ggemplo las normas de

Vectores no serian constantes, y cambiarian durante traslaciones o rotaciones.

= Ejemplo 2.9 Mostramos que €l producto interior de dos vectores se conservasi 10s mismos se
transportan en paralelo. El producto interior de vectores V*'y WV es g#vV”W". Suderivada de
sendero covariante es

D D D D
m (guvVHWY) = (Hgﬂ) VEWY + guy (Evﬂ> WY +gu V¥ <EWV> -
(2.140)

porque los tres tensores se transportan en paralelo por definicion, De igual modo se puede probar
que, S g,y Setransporta en paralelo, también lo puede su inversa gV

D
0= ﬁguv = (guo 8pv gpo) (2.141)

D D D
T dA (8uc) 8pv 87 T8uo 7 (gpv) &°° + guo 8pv iy (7).

Los primeros dos términos en la tltima linea desaparecen por definiciOn, y en consecuencia el
tercer término también debe desaparecer. .

El concepto de transporte paralelo nos permite halar la ecuacion para geodésicas. Una
geodésica es la generalizacion de unarecta en espacio euclidiano.  Los puntos de masasin fuerzas
externas se mueven asi. En unavariedad curva, e movimiento sigue la curva del espacioy, por
ende, no es unarecta. Se hallala ecuacion de geodésica requiriendo que el sendero de transporte
paralelo sea su propio vector tangente. Esto es en analogia a espacio plano, donde €l vector
tangente es paralelo asu vector lineal. A partir de (2.137) tenemos entonces

D dx¥

— = 2.142

dx da (2142)
que puede expresarse

dx* dx¥  dx* [ 9 dx¥ dxP

2 p, =" =41V = )=0 2.143

dr MdA  dA (8x“dk+“pdl> (2.143)
y - por sustitucién de %‘ por %Z{d/{ - se simplifica a

d’x¥ , dx* dxP

Y S (2.144)

anz T gy aa =0

es la ecuacibn de la geodésica. En el espacio plano, las Gamas desaparecen, y se recupera la
condicion delaley de Newton, & = 0 para un movimiento sin restricciones.

En un sendero en lavariedad, pueden usarse derivadas covariantes para describir la desvia-
cion del tensor de transportarse en paralelo. Considerar un viaje redondo, descrito en laFig. 2.8.
Se mueve un tensor, en contrade relgj, por su vector tangente covariante D, , luego D, y luego
regresaa su punto inicial en sentido inverso. Si el tensor es transportable en paralelo, desapare-
cen todas |as derivadas. Este no es el caso general. EI conmutador de dos derivadas covariantes se
define como

[Dy,Dy] := DyDy —DyDy, (2.145)
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Dy

Dy,

Figura 2.8: Circuito cerrado para la composicion de dos derivadas covariantes.

y describe la diferencia de ambos senderos respecto de la derivada covariante. Podemos aplicar
esto aun vector V? y evaluar |os términos:

[Dy,Dy|VP = DyD\VP —D,D,V? (2.146)
= u(DyVP) —Th,D3VP + 6D,V
—dy(DuVP)+Th, Dy VP —T56D,VE
= VP + (0uTH6)V® + 1060,V —Th, VP T 1% V°
+Th60 Vo + TG, VA
— VP — (A Th)VC —Thed Vo + 15,03 VP + 5,1 VO
— {50,V —THeIg, VA

A A A A
- (a”r’jc, — O+ 10, Tk — r‘v’lrm) VO — (Th, T}, )DVP.
Comparando la ultima linea con las definiciones de tensor de curvatura (2.134) y tensor de tor-
sion (2.132), puede expresarse:

[Dy,Dy]VP = RP 6, VO =T, D3 VP. (2.147)

Interesantemente, e conmutador de derivadas covariantes de un vector depende linealmente del
vector mismo y de su vector tangente, donde los coeficientes son |os tensores de curvaturay de

torsion. En caso de no torsion, no habria de hecho dependencia respecto de una derivadadeV” en
absoluto. Laaccion de[Dy, Dy] puede aplicarse aun tensor de rango arbitrario. En general, es

[Dp,DG]X‘ul“#kvl.“vm —_ R.Ul Xl,urulikv]mvm +Rﬂ2 Xﬂl”u#k‘/lmvm . (2148)

Apo Apo

Myt A e My
VIPGX AVy..Vp —R V2ch VIA ..V

A Hi-. My
=T po D?LX ViV *

_R*

Hemos visto que el tensor de curvaturay de torsion dependen directamente de |os coeficientes de

conexion. Para describir la geometria de unavariedad se requiere, entonces, conocer estos
coeficientes. Lageometria se define tipicamente por una transformacion de coordenadas.  Sin
embargo, no hay forma directa de derivar los coeficientes de conexion a partir de las ecuaciones
de transformacion de coordenadas. En € Ejemplo (2.8) vimos que el tensor de la métrica puede
obtenerse del jacobiano que contiene las derivadas de las transformaciones de coordenadas. Por 1o
tanto, necesitamos unarelacion entre lamétricay la conexion, apartir de lacua puedan obtenerse
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los coeficientes de conexidn cuando se conoce lamétrica. Esta relacion viene dadapor la condi-
cion de compatibilidad métrica:

Doguv = doguv — F%mg/lv - Févgu/l =0. (2.149)
Para un espacio de cuatro dimensiones, esta ecuaciOn tensorial representa 43 = 64 ecuaciones
individuales. Las primeras de ellas (para los elementos diagonales de la métrica) son:
Jd
35,0800 = 2[5 800 =0 (2.150)
—Tgo 811 —T01 800 =0

T3y 822 T, 800 =0
—TG0 33— T3 800 =0

Notese que la métrica es simétrica, por lo que no todas las ecuaciones son independientes. Es
dificil ver cuantas ecuaciones independientes restan. El @ gebra computacional (codigo disponi-
ble [8]) indica que la mitad (24 ecuaciones) dependen delasotras24.  Por lo tanto, podemos

predefinir veinticuatro Gamas arbitrariamente. Una soluciOn es, por ejemplo

0 :9% 800
Y, = (2.151)
2800
11
o = —iaf‘zs
Iy, = —%A
33
o _ ax! 800
10 2800
con
Tl = Ass (2.152)
o = As
[0 = Ado

donde las A; son los pardmetros predefinidos, pueden ser hasta funciones de x*. De la prime-
ra ecuacion de (2.150) puede verse que el suponer '), =0 no es buena eleccion, porque ello
impone la restriccion %%’Pr: 0 a priori en la métrica. Por ende, los elementos diagonales del par in-
ferior de indices de Gama no desaparecen en general. Comparando las soluciones para Fgl y I,
(2.151) resultaobvio quelos Gamas no son simétricosen los indicesinferiores,

Hallando los coeficientes de coneXiOn, podemos construir los tensores de curvatura y torsién
(2.134) y (2.132). Mientras que los coeficientes van al tensor de curvatura como est4, el tensor de
torsion mismo depende s6lo de la parte antisimétricade los Gamas.  Cada 2-tensor 0 coeficiente
de conexion puede dividirse en una parte simétricay una antisimétrica:

e, =10 (2.153)
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con
S S
AR R (2.154)
o — o).

Para €l tensor de torsion tenemos

A A(A A(A A(A

r, =T -T2, (2.155)
la parte simétrica no entra en la torsion. Esto hace imponer requerimientos adicionales
de antisimetriaalos Gamas, en vez de elegir arbitrariamente 24 elementos. Asi, ademas de la

ecuacion de compatibilidad de la métrica (2.149), definimos 24 ecuaciones adicionales

Iy, =-IY, (2.156)

paratodoslospares 1 #v con U > v. Esto reduce el nimero de pardmetros libres de solucion de
24.a 4 (ver codigo [27]). La situacion se complica cuando hay presentes elementos no diagonales
enlamétrica [27]. Podriamos hasta forzar una conexion simétrica puraal requerir

I, =T7,. (2.157)

Entonces ya no hay pardmetros libres, todoslos Gamas estan definidos en forma Uinica, donde
24 de dlosresultanigualesacero. Sin embargo, en este caso, latorsion es cero y caeremos en
conflictos irrecuperables con leyes geométricas, como veremos en secciones posteriores. Larazon
de dgar cierta variabilidad en laconexion es. Deben cumplirse losteoremas dela geometriade
Cartan, los cuales imponen condiciones adicionales en lacurvaturay torsiony, por tanto, enla
conexion.

Para completar, describimos cdmo se computan los coeficientes de conexién simétricaen
relatividad general einsteiniana Comenzando con la Ec. (2.149), esta ecuacion se expresatres
veces con indices permutados:

doguv — F?r/,tgkv - F?rvguk =0, (2.158)
dugve — Fﬁvg;w - Fﬁagvk =0,

dvgou *F%Gg/lp *F%/,tgcl =0.

Restando la segunday tercera ecuacion de laprimera, y usando la simetria de la conexion, nos da

acrguv - augvc - 3vgcm +2 Fﬁvg)m =0, (2.159)
y multiplicando la ecuacién por g°# daparael término Gama:
(Chy8io) 87° =Ty (810 87P) = T4, 8 =Ty (2.160)

A partir de (2.159) se obtiene entonces
1
Fﬁv = igpc(augv0'+avgou _acgpv)- (2.161)

Se determina completamente la conexidn simétrica con la métrica, de acuerdo con nuestro resul-
tado de la ecuacion individual de compatibilidad de la métrica.

Todas | as derivaciones en esta seccion se jemplificaron con una métrica diagonal. Siguen
siendo validas si se agregan elementos no diagonales, pero las soluciones devienen mucho mas
complicadas. Imponiendo condiciones adicionales de simetria o antisimetria alaconexion
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podria conducir a resultados que difieran de aguellos para una métrica diagonal .

Notese que la métrica de una dada geometria de una variedad no es (nica, puede depender de la
eleccion del sistema de coordenadas. Recordando los ejemplos anteriores, € espacio euclidiano
puede describirse con coordenadas cartesianas o esféricas, que conducen a diferentes tensores
métricos. Sin embargo, la estructura del espaciotiempo eslamisma, solo € direccionamiento
numérico de puntos cambia, como lo hacen las coordenadas de |los vectores. Sin embargo, los
vectores como objetos fisicos (posicion y longitud) permanecen iguales.

= Ejemplo 2.10 Computamos la conexion para el sistema de coordenadas esféricas(r,6,¢) entres
casos. conexion general, conexion antissimétrica y conexion simétrica. Este jemplo esta disponible
como codigo Maxima [25]. El tensor de lamétricaes, del Ejemplo 2.5:

10 0
(guv)=10 » 0 |. (2.162)
0 0 risin?6

Dado que lamétricano depende del tiempo, losindices vande 1 a 3. Esto da33 =27 ecuaciones
apartir de compatibilidad métrica (2.149) cuyas primeras ecuaciones son

—2T},=0 (2.163)
~Ih T =0
—I73, Psin?(0) —T}; =0
I3, AT, =0

2r—21%, =0

Lasolucidn (obtenida por agebra computacional) contiene 9 pardmetros libres Ay, ..., Ag. Hay
27 soluciones en total. Algunas de ellas son:

I, =0 (2.164)
Il = —Ag r*sin*(0)
Il = —As r?sin®(6)
1
If,=-
2=
Ay
,=-=
21 72
3 cos(0)
7 sin(0)
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Con 9 condiciones de antisimetria adicional es, |as soluciones son

r, =0 (2.165)
F%3 = F%l =0
[y =T} = —Aj
1
2 =_1%2 =_
12 21 r
)
B, — 13 — cos(
23 32 s1n(9)

Hay s6lo un pardmetro libre restante, Ajg. Se retiene cierta similitud con la solucién general,
pero con antismetria. Si se hacen cumplir los coeficientes de conexion simétricos, la mayor
parte de los Gamas serén igual a cero. Los unicos coeficientes distintos de cero son:

rh,=—r (2.166)

Este gjemplo esta amenudo en textos de relatividad general. Si todas las coordenadas tienen la
dimension de longitud, entonces los coeficientes de conexidn tienen igual dimension fisica. En
este ejemplo tenemos angulos 'y longitudes, por lo que las dimensiones fisicas difieren. -

Derivada exterior

Hasta ahora tratamos con derivadas covariantes de tensores. Ahora extenderemos €l concepto de
derivadas an-formas. Sabemos que una derivada parcial de un tensor no conserva propiedades de
tensor. Por lo que definiremos una derivada apropiada para n-formas. Y aintrodujimos formas
antisimétricasen la seccién 2.3.  Es Util definir una derivada en estos objetos que conserve la
antisimetriay propiedadesdetensor. Una derivada parcia para una coordenadageneraen un
tensor un indice adicional, asi que por ladefinicién, una p-forma se extiende a una (p+1)-forma

(dAA) .y = P+ 1) Ay ) (2.167)

Esta (p+1) - forma es untensor, irrespectivamente de lo queseaA. Laderivadaexterior mas
sencilla es la de unafuncién escalar ¢(Xu) que es

(dNQ)y = ug, (2.168)

0 sea, éste es e gradientede¢. Otro giemplo esladefincidn del campo electromagnético en

forma tensorial Fuv como una 2-forma (ver iemplo 2.11 més abajo). Se obtiene como derivada
exterior de una 1-forma, el potencial vectorial Ay:
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El caréacter tensorial de derivadas exteriores puede verse aplicando laley de transformacién
(2.123) a un (0,1) tensor V por ejemplo:

J ox* o ox* o0 [ dx¥
axt Y T a9k YT gk’ ok <8x"’ Vv) (2.170)
_oxt %Y oxH* dx¥ o

T oxt gxtoxY Y + dxH 9xV gt V"
El primer término en la segunda linea no debieraaparecer si esto fuese unatransformacion
tensorial. Puede re-expresarse como
2%xY
ﬁv
ox* oxv Y
y ahoraessimétricaen i’y v/. Dado que la derivada exterior sdlo contiene sumas, todos estos

términos desaparecen porque las derivadas parciales son conmutativas. Por lo tanto, d AV,
transforma como tensor, como también lo hacen todas las n-formas.

Unapropiedad importante de |a derivada exterior es que su doble aplicacion da cero:
dA(dNA)=0. (2.172)

2.171)

La razon es la mismaque arriba, las derivadas parciales conmutan, y su sumaesigual acero en
todas las sumas antisimétricas.

= Ejemplo 2.11 Describimos las ecuaciones de campo homogéneo de Maxwell en notacién de
forma y transformamos esto a la conocida forma vectoria (cédigo [28]). Las leyes homogéneas
son lade Gauss y lade Faraday. En notacion tensorial se condensan en una ecuacion:

dAF =0 (2.173)
o con indices

(dAF)uyp =0. (2.174)

Porque F es una 2-forma, la derivada exterior de F es una 3-forma. El tensor de campo electro-
magnético es antisimétrico y definido por €l tensor contravariante

FOO FOI FO2 F03 0 _El _EZ _E3
FlO Fll F12 F13 El 0 _CB3 C32

FHY = F20 p21 g2 23 = E2 (B3 0 —_¢B! (2.175)
F30 F3l F32 F33 E3 _CBZ CBl 0

donde E' son los componentes del campo eléctricoy B' son los del campo magnético. Es EL =
Ex, E2=Ey etc. Para aplicar la derivada exterior, primero debemos transformar este tensor a su
forma covariante. Dado que la €electrodinamica clasica se lleva a cabo en un espacio eu-
clidiano, empleamos la métrica de Minkowski para bajar los indices:

1 0 0 0
0 -1 0 0
_ v _
w=1"=10 o _; o (2.176)
0 0 0 -1

Entonces el tensor de campo convariante es
o E' E* E?
—E' 0  —cB® cB?
—E* B* 0 —cB'|’ &1
—E® —cB*> B' 0

Fuy = NupMveFP =
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Comparada con la forma contravariante, sélo han cambiado los signos de los componentes
del campo eléctrico. Resolviendo la derivada exterior paray = 0,v = 1,p = 2, obtenemos

(d \NF)o12 = doFi2+ 01 Fa + aFo1 — doFa1 — 01 Fop — 01 Fio. (2.178)

Debido a que F es antisimétrico, los sumandos negativos son iguales alos sumandos positivos
con el signo cambiado, de manera que obtenemos

(d NF)o12 = 2(doFi2 + 01 Fa0 + 02 Fp1 ), (2.179)

esto es dos veces la suma ciclica deindices. Dado que (i, v,p) debe ser un subconjunto de
(0, 1, 2, 3), sdlo las combinaciones

0,1,2)

0,1, 3)

0,2,3)

(1,2, 3)

son posibles, y conducen acuatro ecuaciones parad N F. Fijando Fo1 = Ex etc. llevaalas cuatro
ecuaciones:

2(cdB* + 9 E* — 0,E')
2(—cdoB® + 0 E° — E")
2(cdoB' + 0LE® — E?)
2(cd1B' 4 ¢d,B* 4 cd3B3)

(2.180)

0
0
0
0

0, expresado con componentes cartesianos y simplificando:

0;Bz+ dxEy —dyEx =0 (2.181)
0By —dxEz +dzEx =0
9Bx +0yEz —dzEy =0
OxBx + dyBy +9zBz =0

donde utilizamos dy = 1/c- d;. Comparando estas ecuaciones con el operador rotacional:

oyVz — dzVy
VxV=|—-0dxVz+d7Vx (2.182)
oxVy — oy Vx

las primeras tres ecuaciones de (2.181) contienen latercera, segunda y primera linea de este
operador y puede expresarse en forma vectorial:

aB+VXE:0 (2.183)
ot

gue eslaley de Faraday. La cuarta ecuacion de (2.181) eslaley de Gauss
V-B=0. (2.184)
Concluimos este giemplo con la sugerencia que las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell (ley de

Coulomb y de Ampére-Maxwell) no se escriben como derivadatensorial exterior debido alos
términos actuales. Entonces debe usarse unaformulacion similar aladel siguiente gemplo. o
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sEjemplo2.12  Como ejemplo con el dual de Hodge (cOdigo [29]), obtenemos las ecuaciones
homogéneas de Maxwell de una notacion tensorial que contiene € dual de Hodge del tensor
del campo electromagnético introducido en el jemplo precedente2.11. En notacion tensorial es:

IuF* =0 (2.185)
einvolucrael dual de Hodge del tensor de campo de 4 x 4, definido como sigue:
0 —cB' —cB> —cB?

Fuv = %e,wpoF”" = zg; 53 _5 3 E]; (2.186)
B> —E*> E! 0

Los indices se suben utilizando la métrica de Minkowski (2.176):

FHY = nHenYPE, (2.187)
Por lo tanto el dual de Hodge covariante es:

0 1 cB! CBZ3 ch3
PR = :Egz 593 _g _EE1 : (2.188)
—-cB> —E* E' 0

por ejemplo:

Fo1 = %(801231'723 +ennF?) =F? (2.189)
y

FO' = n®n""Fyy = —For. (2.190)

Las leyes homogéneas de la electrodinamica clésica se obtienen como sigue por seleccion
deindices. La ley de Gauss se obtiene eligiendo:

v=0 (2.191)
y asi

WF'" 4+ F 40, F = 0. (2.192)
En notacion vectorial esto es

V-B=0. (2.193)
La ley de induccién de Faraday eligiendo:

v=1,2,3 (2.194)
Y son tres ecuaciones de tres componentes.

AF + 0, FH + 033 =0 (2.195)

80f02+81f12+83f32 =0
WFS + 0 FP +0,F? =0.
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Estas pueden condensarse en una ecuacion vectorial, que es

JB
5 TV XE=0. (2.196)

Laformadiferencial, y las notaciones vectoria y tensorial se resumen como sigue:

dAF=0—dyF*' =0 —-V-B=0 (2.197)
a—B—i—VxE:O.
ot

Las leyes homogéneas de |a el ectrodinamica clésica se representan en forma muy elegante con la
notacion de forma diferencial, pero representado en forma més Util por lanotacion vectorial. =

Derivada covariante exterior

Hasta ahora vimos que las derivadas exteriores son sumas antisimétricas de derivadas parciaes
aplicadas a n-formas. La cuestion es qué ocurre si queremos combinar €l concepto de derivada
exterior con una derivada covariante. Esta es una generalizacidn del concepto que debiera ser

més apropiado a variedades curvas, donde las derivadas covariantes juegan unimportante papel
para su descripcidn, por g emplo para definir conmutadores como en la seccién 2.4.2. Podemos
definir una derivada covariante exterior creando una (n+1)-forma desde una n-forma A:

DAA = (DAA) . s = Dl Ay, (2.198)

Para una I-forma A, esto es, entonces

DAA=(DAA)uy =Dy Ay = duAy —Th Az — Ay +T5,A; (2.199)
= 8[[.1AV] - (Fﬁv - F%H)AQL

y con la definicion (2.132) del tensor de torsiOn, esto puede expresarse:
DAA=dAy —T, A;. (2.200)

Dado que el lado derecho es un tensor, D A A también es un tensor. La ecuacion puede expresar
Se en notacion de forma:

DANA=dNA—-T A. (2.201)

Extenderemos mas este concepto en €l siguiente capitulo.

Geometria de Cartan

Luego de desarrollar los elementos basicos delageometriade Riemann, incluidalatorsion, nos
aproximamos a elemento central de estelibro: lageometria de Cartan. Esta sera el fundamento
matemético de todos los campos de lafisica, como ya veremos.

Espacio tangente, tétradas y métrica

Con la geometria de Riemann como base, tenemos casi todas |as herramientas necesarias para
desarrollar la geometriade Cartan. Debemos enfocarnos en espaci os tangentes. En la seccion
2.1 vimos trasformacion de coordenadas en lavariedad base.  El espacio tangente en un punto
x en la variedad base se introdujo como espacio de Minkowski de la misma dimension parael
entorno local de x. Un vector V* definido en lavariedad base puede transformarse en un vector

en espacio tangente denotado como V“. Introducimos indices latinos para denotar vectoresy
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tensores en espacio tangente. Un vector en la variedad base puede transformarse al correspon-
diente en el espacio tangente mediante una matriz de transformacdn ¢. Esto es similar ala
introduccion de lamatriz de transformacion « enlas ECS. (2.46) y sigs,pero con la diferencia de
que la transformacion ocurre entre dos espacios diferentes. La transformacion bésica es

Vi=g',VH (2.202)

con elementos de matriz de transformacién q“y- Esta es la base de la geometriade Cartan, y g se
I_Iamalatétrada. g transforma entre la variedad base y el espacio tangente. La transformacion
Inversa es g-'= (6]5 ), produciendo un vector en la variedad base:

VHE =gt v (2.203)
Si la métricadel espacio tangente 1, se transforma a la variedad base (éste es un tensor (0,2)), el
resultado debe de ser la métrica de lavariedad base g, por definicion:

guv = 44"y Nab, (2.204)
y en forma inversa:

Nab = 4" aq" p8uv- (2.205)
Dado que ¢ es una transformacion de coordenadas, el producto de g y SU inversa es matriz unitaria:

aq ' =1 (2.206)
que, expresada en forma de componentes, es

q“uq"a =9y, (2.207)

quq", = 8. (2.208)

La suma de los elementos diagonales de (2.206), llamada la traza, esladimensién delos
espacios entre los que ocurre la transformacién, digamos n:

q“uq" s =n. (2.209)

Sin embargo, esta clase de producto sumado ocurriraamenudo en nuestros calculos, y resulta
benéfico dejar que el resultado seaigual alaunidad:

q“uq" =1 (2.210)

Asi, introducimos un factor de escala de 1/+/n a elementos de latétrada y\/n a elementos de la

tétradainversa:
1
a a
q ,u_> \/ﬁq ws

=g, (2.212)

(2.211)

Asi lacondicién (2.205) sigue cumpliéndose.

= Ejemplo 2.13 Consideramos la transformacion a coordenadas polares esféricas, 1a Ec. (2.58)
del Ejemplo (2.4):

sinBcos¢ rcos@cos¢ —rsin@sing
= |sinfOsin¢g rcosBsing rsinBcos¢ | . (2.213)
cos O —rsinf 0
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Latransformacion inversa es

cos(¢)sin(6) sin(¢)sin(6) cos(0)
a ! = cos (¢) cos(6) sin (¢) cos(6) __sin(6) (2.214)

sin (9) '(9) '
rs?n(e) rC:iSn(G) 0

como puede verse del gemplo de cédigo [30]. Para hacer de esta transformacion unatétrada de
una variedad base cartesiana a un espacio tangente euclidiana con coordenadas polares
esféricas, debe{nos establecer

- 2215
q /3 a, ( )
q'=V3al (2.216)

Entonces tenemos

qq ' =

[ R

0 0
10 (2.217)
0 1

que es la matriz unitaria como se requiere. .

Derivadas en el espacio tangente

Investigaremos ahora el caculo diferencial en el espacio tangentey cOmo se conectaal dela
variedad base. El espacio tangente en un punto X es un espacio euclidianoy podiamos
argumentar que podemos usar, por tanto, diferenciacion ordinaria. Para definir una derivada,hay
que construir transiciones infinitesimales en el entorno de x. Para un punto y # x,sin embargo, se
define otro espacio tangente por la definicién de espaciostangentes Por ende, la estructura curva
de la variedad base debe respetarse a definir derivada en espacios tangentes. En la variedad base
definimos la variedad base para éste proposito, ver la Ec. (2.120):

donde las derivadas parciales 0, y los coeficientes de conexion r, ,” operan en un vector V; enla

variedad base. Podemos usar la misma definicion para un vector 7% en un espacio tangente,
pero |os coeficientes de conexion son diferentes aqui:

DV =9V + 0, V" (2.219)

El papel de los coeficientes de conexién es asumido por otros coeficientes llamados conexion de
espin w? - EStOs tienen el mismo niimero de indicesquelos I' pero transforman en el espacio
tangente. Por ello tienen dos indices latinos, El nombre de"conexidn de espin” viene del hecho de
gue éste puede usarse para definir derivadas covariantes de espino-tensores|o cual esimposible
usando los coeficientes de conexion I'. La derivada misma D, se define respecto a la variedad
base y, por lo tanto, tiene un indice griego. Esto también tiene que estar presente en la conexion
de espin paramantener los indices como se requieren para una expresion tensorial .

Las derivadas covariantes de un tensor de indice mixto se definen de un modo en que los
indices del espacio tangente estan acompariados por una conexion de espiny los indices de la
variedad base |o estan por una conexion de Christoffel, por ejemplo:

DuV4, = Ve, + 0, Vi =T VY (2.220)

DyX,, = X%, + 0" X", + b, X9, — 0’ X, —T", X7, . (2.221)
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En el segundo ejemplo, dy A son indices ficticios. Las sumatorias sobre indices inferiores
(contravariantes) poseen un signo negativo tanto paralos términos de la conexién de espin co-
mo para la conexion de Christoffel. Ni las conexiones de espin ni las conexiones I' Son
tensores. Sin embargo, las expresiones con derivadas covariantes son tensores.

Derivadas exteriores en espacio tangente

En la seccion2.4.3 introdujimos derivadas exteriores. Estassonn-formas basadas en derivadas
covariantes. Considerando un tensor de indice mixto V¥, podemos interpretar esto como una

1-forma de valor vectorial, donde a es el indice del componente vectorial. Asi, V “ seria una no-

tacion breve de estal-forma El concepto de n-formas antisimétricas se introdujo en la seccién
2.3. Una derivada exterior de n-formas seintrodujo en laseccion 2.4.3, donde una p-formase

extiende auna (p +1)-formaal introducir el operador de derivada antisimétrica d A, ver la Ec.
(2.167):

(@AA)yiyer = (P+ 1) Apy - (2.222)

Podemos extender este concepto a espacio tangente. Primero, la definicién de la derivada covarian
te puede extenderse a tensores de indice mixto, a dar a A uno 0 més indices de espacio tangente:

(dNA) g = (P DAy - (2.223)

Esta definicion se explica por si sola, pero en variedades curvas es masimportante definir una
derivada exterior covariante de p-formas basando esta definicién en el operador de derivadas

covariantes Dy En notacion de formas esta clase de derivada covariante se expresa mediante

(DAA") ) g o= (P+ 1D APy . (2.224)

donde las D’s del lado derecho son las derivadas covariantes “usuales’ de indice de coordenadas
M, etc. como se definen en (2.220), por gemplo. A puede ser un tensor con un nimero arbitrario
de indices griegos y romanos, como antes. L os indices griegos inferiores definen la p-forma. En

notacion abreviada sin indices podemos también escribir:

DAA:= (p+1)Djy Ay, .- (2.225)

Regresaremos luego a esta notacién breve.  Por giemplo, laEc. (2.220) selee con derivada
covariante exterior e indices de coordenadas M € {0,1,2}:

DAV = (DAVY) (2.226)
2 (D()Val + D, Va2 + DQV“O — Dy Vao — DQV"I — D()Vaz )
=2(Do(VG =V%S)+D1(VS =VG)+D2(VGH —V9))

donde |as derivadas covariantes “normales” se definen como antes, por jemplo:
DoVY = V4 + 0%,V —T%, V4, . (2.227)
Laantisimetria de la 2-forma (2.226) requiere

(DAVY)y = —(DAVY)yy (2.228)

de lo cual sigue que intercambiando los indicesu y v da el resultado negativo de (2.226). Que esto
es el caso puede verse directamente a partir de la segunda linea de la ecuacion.
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Postulado de la tétrada

Dado que el espacio tangente se relaciona en forma Unicaalavariedad base via lamatriz de la
tétrada ¢“, las conexiones I" de la variedad y las conexiones de espin del espacio tangente se
relacionan entre si.  Paraver como esto sucede, empleamos la asi-Ilamadacompatibilidad

métrica, la declaracion de que un vector debe ser igual cuando se le describe mediante

diferentes sistemas de coordenadas. Para singularidad fisica esto resulta necesario, si no es asi

es que estamos empleando untipo de matemética que no se relaciona con objetosy procesos

fisicos. Ya introdujimos este concepto en laseccién 2.4.2 paravectores en lavariedad base.
Aqui extendemos el concepto al espacio tangente en lageometriade Cartan. Podemos entonces
representar una derivada covariante de un vector tangentede dos maneras. Denotando los vectores

unitarios ortonormales en la variedad base ¢, y l0s del espacio tangente como &, escribimos

DV =DyV¥ = (V' +I",,Vh)e, (2.229)

DV =D,V = (V' + 0%, V")éq (2.230)
para el mismo vector DV. En el segundo caso también se conoce como una base mixta porque la
derivada se relaciona con la variedad como antes. La segunda ecuacion puede transformarse en

las coordenadas de la variedad base al transformar |as coordenadas V@ y |os vectores unitarios
€a segun las reglas introducidas en la seccidn 2.5.1 y renombrando los indices ficticios:

DV = (9" + 0%, V" ) 4 (2.231)
= (9u (¢ V") + 0 q", V* ) 9% o
=4°, (q“v8#VV +VVauq, + a)“ﬂbqblV7L> b
_ (auvv +q¥ VAo, + a)”“bqvaqblvl) éy.

Comparando con la Ec. (2.229) entonces da directamente

TV = 4" a0uq"s +4"0d’y - (2.232)

Multiplicando esta ecuacion con ot y aplicando |as mismas reglas que antes da

7T 5 =00 + 4" q" Oud’; (2.233)
y multiplicando con g°, nos da

¢vq" Ty = 0" + ¢ 0ud’) (2.234)

gue luego de renombrar los indices es

A A
%y =q"q" T 3 — 4" ,%ud"s- (2.235)

Asi, obtuvimos las relaciones entre ambos tipos de conexiones buscadas. Conociendo unade ellasy
lamatriz de latétrada nos permite computar la otra conexion.
Podemos, ademas, multiplicar la Ec. (2.232) por g°,, obteniendo (luego de aplicar las reglas)

4T = Oud’y + "5 0% (2.236)
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Ta como puede verse por comparacion con (2.220), estos son exactamente lostérminos de la
derivada covariante del tensor ¢?, en una base mixta. Se deduce entonces

Duq*, =0. (2.237)

Esto se denomina el postulado de |a tétrada. Establece que la derivada covariante de todos los
elementos desaparece.

Esta es una consecuencia de compatibiidad meétrica que postulamos a principio de esta
seccion.  Como se vio previamente en laEc. (2.139), la compatibilidad métrica en la variedad
base se define por una ecuacion and oga para la métrica:

Si el espacio es euclidiano, tenemos

DoMyy =0 (2.239)

paralamétricade Minkowski (2.176). Ya que esto también eslamétrica para el espacio tangente,
podemaos aplicar la definicion correspondiente de la derivada covariante:

DyNap = IuNab — O Nep — Oy Mac = 0. (2.240)

La métrica de Minkowski bajalos indices latinos de las conexiones de espin, paradar

~ Oy — DOppyg =0 (2.241)

ub

WOppp = —Wppg - (2.242)
La compatiblidad métrica da la propiedad de antisimetria paralas conexiones de espin. Nétese
gue laantisimetria solo se define si 10s respectivos indices estén todos en una posicion inferior o
superior. A pesar de esta antisimetria, la conexion de espin no es un tensor, como también es el
caso paralaconexion I'. Las propiedades de simetria de la conexion I se vieron en seccion 2.4.2.

» Ejemplo 2.14 Computamos algunos ejemplos de conexion de espin de laEc. (2.235). Requeri-
mos una dada geometria definida por unatétrada y los coeficientes de conexion de Christoffel.
Regresamos al gjemplo 2.13 donde consideramos una transformacion a coordenadas polares esfé-
ricas. Interpretamos esto de modo tal que las coordenadas polares de lavariedad base transfor-
man a coordenadas cartesianas del espacio tangente. Segun las Ecs. (2.213) y (2.215) lamatriz
delatétradaes

sinfcos® rcos@cos¢ —rsinOsingd
q=—= |sinf@sing® rcosOsing rsinOcos¢ | . (2.243)
V3 cos 6 —rsin@ 0

L as conexiones de espin para coordenadas polares esféricas se investigaron en tres variantes en
el gemplo2.10:

1. unaconexion general,

2. una conexion antisimetrizada en los indices no-diagonales inferiores,

3. unaconexion simétrica como se conoce de larelatividad einsteiniana.
Estas funciones paralasT deben de insertarse en (2.235), junto con los elementos de la tétrada de

(2.243). Notese que los elementos de latétraday los de latétrada inversa ocurren en (2.235). Los
0", son los elementos de (2.243) y los @”,, son los de lamatriz de latétradainversa, la Ec.(2.214).
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El calculo es extenso y se ha codificado en el gemplo de codigo [31]. Los resultados para el caso 1
(la conexién general) son, por g.emplo:

co(l)l(l) =0, (2244
w(l)l(z) = —sin(6) (Agrsin(6) +Ag cos(6)),

A
a)(l)l(3) — Ag sin (¢)sin (6)> — Ao sin (¢) r cos () sin (6) — 7COFS(¢)‘

Las A’s son constantes contenidas en losT’s. Obviamente, poseen diferentes unidades fisicas, caso
contrario habria problemas en las sumatorias. Con €l objeto de discernir nimeros actuales de los
indices latinos y griegos, los nimeros de los indices latinos se han colocado entre paréntesis.
Para el caso 2, de més arriba, los resultados son més sencillos.

n
o, =0, (2.245)
o) Awcos(8)
12 y25in(9) ’
1y Ajgsin(¢)
O T 2

en el caso 3 (conexiones de Christoffel simétricas) todas las conexiones de espin desaparecen:
- (2.246)

indicando que no hay conexién de espin paraunageometriasintorsion. Laantisimetria se
cumple hastaen el caso dondeay b son indices en diferentes posiciones (superior einferior),
porgue lamétricaen el espacio tangente eslamatriz unitaria. La antisimetria se ha verificado
en el codigo, siempre es

0%y, = —0"y, (2.247)
tal como Se requiere. u

Lema de Evans

Llegamos ahora a algunas propiedades més especificas de la geometria de Cartan. El postulado
de la tétrada puede modificarse para dar unaecuacion diferencial de segundo orden paralos
elementos de la tétrada. Esta ecuacion es una ecuacion de onda, y es fundamental para muchos
campos de lafisica. El postulado de la tétrada (2.237) puede aumentarse mediante una derivada
adiciona:

D*(Dyuq",) = 0. (2.248)
Introdujimos una derivada covariante con indice superior afin de hacer de 1 un indice (ficticio)
desumatoria. Debido aque laexpresion en paréntesis es una funcion escalar debido al postulado

de latétrada, no es necesario preocuparse por laformade definir estaderivada, ya que sereduce
aunaderivada parcial por definicién. De manera que podemos expresar:

*(Duq’,) = 0. (2.249)

" (duq®y + 0"y — T 1yg%) = 0. (2.250)
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En una variedad con 4-vectores [ct,X,Y,Z], la forma contravariante de la derivada parcia se
define como de costumbre:

18888}

[807 aly 827 83] - |:Cal‘7 37 Wa ﬁ

(2.251)

en tanto la forma covariante de la derivada parcial se defina con el signo cambiado para
las derivadas espaciales:

0.9, 0% = [ii . _;Z} (2252)
Por lo tanto, 0" 0,, es el operador de o’ Alambert
2 2 2 2
= clzaaﬂ B aaxz B aayz B aazz' (2.253)
Entonces, a partir de la Ec. (2.250) se obtiene
O4¢%,+G% =0 (2.254)
una ecuacion de onda con la funcién temporal
G*, =M (w0, q",) — " (IT* 1y q*)). (2.255)

Esta ecuacién puede hacerse una ecuacion de eigenvalores requiriendo que Gi sedividaen una
parte de latétraday una funcion escalar R:

G, =Rq", (2.256)
con
R=g", (" (@ a") — 9" (T 1ua",) ). (2.257)

R contiene solo indicesficticios y es unafuncion escalar. Asi, (2.254) puede escribirse

’ O4¢° +Rq", = 0\ (2.258)

y sellama el lema de Evans. Es una ecuacion de eigenvalores covariante generalizada. R juega
el papel de una curvatura, como veremos en futuros capitulos. El campo completo de mecanica
cuantica covariante generalizada se basa en esta ecuacion. La misma es altamente no lineal por-
gque R depende de la eigenfuncion qva y de las conexiones de Christoffel y de espin. En capitulos
posteriores a menudo supondremos gque R es una constante en primera aproximaci on.

2.5.6 Ecuaciones estructurales de Maurer-Cartan

Los tensores de torsion y de curvatura dela geometria de Riemann pueden transformarse en
2-formas de la geometria de Cartan mediante la simple definicion de

Ty =q"Ty (2.259)
Ry =454y R: iy (2.260)
La multiplicacion con elementos de la tétrada sustituye algunos indices griegos a indices | ati-

nos del espacio tangente, y asi los tensores de torsién y de curvatura definidos en las Ecs. (2.132)
y (2.134) sevuelven 2-formasdetorsion y curvatura. A estas formas |es aplican dos relaciones
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fundacionales, que se deduciran en esta seccion. Empleamos la prueba descritaen [11].  Primero
definimos formas de las conexiones de Christoffel y de espin similares a(2.259) y (2.260):

Iy =g T, (2.261)
oy = q", 0%, (2.262)

Estas también son 2-formas. Con estas definiciones, el postulado de la tétrada (2.237) puede
formularse insertando estas definiciones en (2.236) que yatiene estaforma:

Iy = dug®, + 0%, . (2.263)
Insertando la definicién de torsion

%, =%, T, (2.264)

en (2.259) nos da

Ty =q"(T%,, —T%,,) =1, -T¢ (2.265)

Vi pv v

einsertando larelacion (2.263) da

Ty =g’y — g, + 0%, — @, (2.266)
Esto puede expresarse con el operador /A paraformas antisimétricas introducidas en el jemplo
2.8y laseccion 2.4.3 como

(Tuv = (dAG")uv + (0% NGy (2.267)

0 en notacion abreviada:

T9=dNg" +a% Ng" (2.268)

gue se llamalaprimera ecuacion estructural de Maurer-Cartan.
El tensor de curvatura de Riemann se define como

A A A A A
R puy = QHFVP - &Vl“up —i—FuGFSp - le“ﬁp. (2.269)

Definimos 1-formas adicional es de la conexién de Christoffdl:

I =q%4" Ty (2.270)
y de (2.263) tenemos
Ty = q"(9ug”y + 0%,). (2.271)

Entonces laforma de curvatura (2.260) puede expresarse:
Rabuv =o', — 8‘,1—‘“#1) + l—‘aucl—‘cvb — l—'awrcub. (2.272)
Esta es una 2-forma antisimétrica, que en notacion de forma se lee:

Ry =d ANT9 +T9 AT, (2.273)
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El primer término en laderecha es
AN =(dNdNg")gp+d N0, =d N @f, (2.274)
debido a la regla d Ad A a = 0 para cualquier forma a. El segundo término de (2.273) es

AT = (g. dNg" + 0% ) N(q, dNg°+ @%). (2.275)

L os términos con derivada exterior pueden escribirse con indices completos como q'cOud?, por
glemplo. El producto se suma sobre el indiceficticio v.
A partir de laregla de Leibniz hallamos:

qlcaﬂqal _|_qu aﬂqlc = aﬂ (qlcqal) = a.u 63 =0, (2.276)
por lo tanto:
7O’y = —4“10ud" - (2.277)

Lasumatoria de laizquierday de la derecha pueden contraerse a funciones

q‘.=—q". (2.278)

Se deduce
q‘. =0, (2.279)
9" 9uq”, =0. (2.280)

Por lo tanto, de (2.275):
T AT, = 0% Ao, (2.281)

y con (2.274) obtenemos de (2.273) en total:

(2.282)

’Rab:d/\a)ab —I—(Dac/\a)cb

gue se llamala segunda ecuacion estructural de Maurer-Cartan. Con la definicién de laderiva
da exterior covariante (2.198) las ecuaciones estructurales de Maurer-Cartan pueden expresarse
en laforma

T'=DAg*=dNg"+ 0% N, (2.283)

m Ejemplo 2.15 Lavalidez de las ecuaciones estructural es se demuestra con un gjemplo. Toma-
mos el ejemplo de latransformaci én de coordenadas polares esféricas. La tétrada se definid en
el gemplo 2.13, las conexiones de espin en € gemplo 2.14. Paralas conexiones Gama se emplea
ron dos versiones: una conexidn general, asimétricay una conexion antisimétrica, como se descri-
bi6 en el ejemplo 2.14. Conociendo la conexion Gama podemos calcular laforma de torsion.
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Esto se ha efectuado en € gemplo decddigo[32]. Laantisimetria de los elementos de forma
en los dos dltimos indices se verifica:

T =T, (2.287)
(2.288)
Rabuv = _Rabvu'
Por gjemplo hallamos con la conexién antisimetrizada:
@ —o (2.289)
2) 2cos(¢)sin(0) 2A;9sin(¢) cos(0)
7@ _ n 2.290
13 /3 J3r ( )
T(2)31 _ _2005 (¢) sin(0) B 2A;0sin (@) cos(0) (2.201)
V3 V3r
(1) _
R 3= 0 (2.292)
2 .
(1) . Ajo Sll’l((P) COS(@)
R 33— = r3 Sin(@) (2.293)
2 .
(1) ~ Ajo~sin(¢) cos (0)
R s == n o) (2.294)

Ahoratodos los elementos de laforma de torsion y curvatura se computan y estamos listos para
evaluar los lados derechos de las ecuaciones estructurales (2.283) y (2.284), que enforma
indexada puede expresarse:

Dyuq’y —Dvq"y = 0uq’y — Ovg"y + 0%y q", — 0%,q", (2.295)

Dy, —Dyo, = A, — 8va)”“h + 0% 0%, — 0%, 0%, (2.296)
Las derivadas covariantes se han resuelto seglin sus definiciones para cada permutacion de (I, v).
Cuando los indices corren sobre todos losvalores 1, 2, esto no importa porque la propiedad
de antisimetria establece todas |as cantidades con indices iguales, por giemplo (4, v) =(1,1), a
cero. En & gemplo del cbdigo [32] se muestra que los lados derechos de las ecuaciones
estructurales son iguales a las definiciones de la formade curvaturay torsion definidas por
(2.285) y (2.286). Ademas, se muestra que e recomputo de los tensores detorsién 'y curvaturaa
partir de sus 2-formas dan |os tensores originales (2.264) y (2.269):

T =T, , (2.297)

R%puv = 4% 4"p Ry (2.298)
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Identidad de Cartan-Bianchi

Hemos llegado a un nivel de conocimientos de la geometria de Cartan gue nos permite formu-
lar losteoremas fundamentales de estageometria.  Algunos se han mencionado en libros de
texto [12] pero la mayoria se desarrollaron con lateoria ECE. L os teoremas pueden formular-
se facilmente en notacién de forma, pero paralas demostraciones debemos descender a la notar
cion tensorial y luego escalar otravez a lanotacion deforma La identidad de Cartan-Bianchi
[12] se llama también laprimera identidad de Bianchi, 0 solo laidentidad de Bianchi en geome-
triade Riemann sin torsion.  Agregamos el nombre de Cartan para subrayar que este teorema co-
necta la torsion y la curvatura en la geometria de Cartan. En notacion de forma se lee:

DAT® =R Ag". 3.1

Es una ecuacion de 3-formas. Para demostrar esta ecuacion, reinsertamos su lado izquierdo en
el lado derecho. Insertar |a definicion de derivada covariante exterior da, para el lado izquierdo:

Como esto es una 3-forma antisimétrica, escribimos en notacion de conmutador (ver seccion 2.3):
_ b
DT yp) = 9T + 0y Ty - (3.3)

En el ejemplo 2.8 vimos que las 6 permutaciones de indice de una 3-forma puede reducirse a 3
permutaciones ciclicas de los indices usando propiedades de antisimetria. Obtenemos asi

DTy =0uTp +NT %, +pT Yy (3.4)

a b a b a b
—i—COubTvp +a)vpru +a)pr,“,.

Nétese que e indice inferior b de la conexion de espin no seincluye en las permutaciones
porque es un indice latino del espacio tangente.
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Insertando la definicién de torsion

Tavu = Fapv - ravp = qa)L <F/lpv - 1—%vu) (3.5)
conduce entonces a
DTy =0 0% (Thp =Ty ) | 00 [0 (Thpu =Ty )| (3.6)

+0p [Cla/l (Fluv —Flvu)}
+ waubqb,l (Flvp - 1ﬁlpv) + waqub/l (Flpu - Flup)
+0%,q" (Fkuv - lew) -
El primer término entre paréntesis puede escribirse con ayuda del teorema de Leibniz:
Oula (Thp =T )| = (ua®s) (Thp =T ) + 4% (Mo = uTPpy) . G
Aplicando el postulado de la tétrada (2.236) en laforma
uay = 4T s — a0 Oy (3.8)
entonces da
Ou [qaz (Flvp - Flpv)] = (Clavrvm - qb/l wa,ub> (rlvp - Flpv) (3.9)
+q% <8u1“’1‘,p - 8,11“’1;)‘,) .
Sumando el primer y cuarto término de (3.6), los términos con wa se cancelan:
3 [a (Thp =T ) |+ 00 (THy =T, (3.10)
=4I (F}va - F)va) +4 (aﬂrkvp - 8#1“7va) -

Juntando todos los términos de (3.6), obtenemos

DTy = (3.11)
¢ o (Thp =Ty ) 4% (T = a0
R (r’lp# —rlup) g (avrlp# —avrlﬂp)
+0°aT s (T uy =Ty ) +a% (9T = T )
Reordenando lasuma:
DT = (3.12)

9 [(‘%Flvp - 8vrlup> +4%, (3vrlpu - ‘9prlvu> +4% <3prluv - aurlpvn
A A A A A A
"‘C]ac [FGMF vp chlr up —f—FGMF pu _Fopxr vu +Fcplr uv _Fc;ulr pv} :
Ahora, en laprimeralinea, € indiceficticio A se reemplazacon o:

DTS, = (3.13)

s [(aurﬁvp - 8\,1“"#p> +q% <8vrcp” - a,,r"w) +q° (aprffw - aﬂrcpv)

A A A A A A
+1°,,I*, ~T°, %, +T°, 1%, ~T° " +T° %, -T°,T pv]



3.2

3.2 Identidad de Cartan-Evans 55

Esta expresion puede compararse con la definicion del tensor de Riemann 2.269 con cierta
renumeracion:

o A A
Ry = 0Ty — T, + 1%, T4, —T° T, (3.14)
Obviamente (3.13) es la suma ciclicadel tensor de Riemann:

a _ a o __ a (o)
D[.U vp] — 9c R louv] — 9 ¢ R luvp]® (3.15)
Segun el proceso en las Ecs. (2.270-2.273) € tensor de Riemann puede escribirse como 2-forma
Ry = 464", R yyp- (3.16)

Paratraer el lado derecho de (3.15) aestaforma, extendemos €l tensor de Riemann por un término
unitario segun laregla (2.207):

qrbqb# = (3.17)
y reasociamos los productos:

65 R uvp = Ry = R0y (4% 4" )8 = (R'1ypq%) 4"c85 = Ryyp ¢y (3.18)
Re-introduciendo la suma ciclica tenemos

D[uTavp} = qb[u Rabvp] = Rab[uv qbp]' (3.19)

gue en notacion de forma da laidentidad de Cartan-Bianchi:

DAT* =R Ag. (3.20)

s Ejemplo 3.1 Verificamos laidentidad de Cartan-Bianchi por un ejemplo de codigo. Se compu-
tan todos | os elementos requeridos segin e ejemplo 2.15 (transformacién a coordenadas polares
esféricas). Laidentidad de Cartan-Bianchi (3.20) puede escribirse indexada segun (3.19):

b b b
DﬂT“vp +DVT‘;,” —|—DPT“#v :R”buv q, +R“bvp 9 u —|—R“bpu qy. (3.21)
Resolviendo las derivadas covariantes segun (3.4) esto finalmente da
TSy + T, + 0Ty + 0%, T, + 0, Th, +%,T%, (3.22)

para cada indicetriple (U4, v,p). El lado izquierdo y €l derecho de esta ecuacion se computan en el
ejemplo de cddigo [33]. La comparacion muestra que ambos lados son iguales. Notamos que este
resultado se obtiene para ambas formas de conexiones Gama (irrestricta o simetrizada). El tensor
de torsién es el mismo para ambas formas, pero las conexiones Gamay de espin son diferentes.

Laidentidad de Cartan-Bianchi se mantiene, a pesar de esta diferencia. .

Identidad de Cartan-Evans

En la seccion precedente se ha mostrado que laidentidad de Cartan-Bianchi es una identidad rigu-
rosa de lavariedad de Riemann donde se define lateoria ECE. Laidentidad de Cartan-Evans [13,
14,15] es una nuevaidentidad de la geometria diferencial, y es una contraparte de laidentidad de
Cartan-Bianchi en representacion del tensor dual. Ambas identidades representaran las ecuacio-
nes de campo ECE como se desarrollaran en siguientes capitulos. Laidentidad deCartan-Bianchi
es vdlida en variedad riemanniana, y la geometria de Cartan en la variedad riemanniana es
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conocida por ser equivalente a la geometria de Riemann, considerada como la geometria de lafilo-
sofianatural (la fisica). Lo mismo se cumple paralaidentidad de Cartan-Evans, que selee como

DAT* =R A (3.23)

Se introdujo el concepto del dual de Hodge al final de la seccion 2.3,y €l uso del dua de
Hodge para las ecuaciones de Maxwell ya se comentd en €l gjemplo 2.12. Introducimos aqui una
conexion del dual de Hodge para su empleo en la derivada covariante del dual de Hodge. Dealli
en més la prueba de la identidad de Cartan-Evans sigue a la prueba de la identidad de Cartan-
Bianchi. Como Io visto en Secciones previas, solo la parte antisimétrica de laconexion de Chris-
toffel es esencial para la geometriade Cartan. Restringiendo la conexion ala parte antisimétrica,
podemos definir el dual de Hodge de la conexion de Christoffel segin laEc .(2.114) mediante

Ay, =T, |g| 2g% T g, (3.24)

-1/2 . . . . e
donde | g es lainversadelaraiz del modulo del determinante de la métrica un factor de peso,
por el que el simbolo de Levi-Civita Eupuy S€ vuelve el tensor unitario antisimétrico total, ver
laseccion 3.2. En (3.24) e simbolo de Levi-Civita aparece con indices mixtos superior e inferior.

Por lo tanto, debemos elevar los dos primeros indices de acuerdo con (2.115):

.
Ay = 31817 28" %8P ey, T o (3.25)

pouv

Como €l tensor antisimétrico total (basado en el simbolo de Levi-Civita) no cambia su forma para
ninguna transformacion, usamos lameétrica del espacio de Minkowski 7, con |g| = 1

Ay nP“nGﬁ T o (3.26)

Epouv

De esta manera se define una nueva conexion, A* uyv- Se sabe quelaconexion no transforma
como tensor bajo la transformacion general de coordenadas, pero la antisimetria en sus dos indices
inferiores significa que su dua de Hodge puede definirse para cada indice superior dela
conexion como en la ecuacion anterior. Laantisimetria de la conexion eslabase paralaidenti-
dad de Cartan-Evans, unaidentidad nuevay fundamental de la geometriadiferencial. En teoria
ECE se volverd la ecuacion de campo inhomogénea, como yase indico paralahomogéneade
Maxwell en € gemplo 2.12.  Notese que latorsion es un tensor, no asi laconexion. Lo mismo
vale paralos duales de Hodge de latorsion y conexion.  EnlaEc.(2.147) se dedujo la ecuacion
fundamental del conmutador de la geometria de Riemann.

[D/JaDv]Vp :RpcquG_Tkuv Dy VP, (3.27)

que se cumple para todo vector VP de la variedad base. Ahoratomamos |os duales de Hodge de
cualquier lado de laEc. (3.27) usando:

1
[Dy, Dvlip = 5 |g| 2,1, [Da, Dg), (3.28)
R ouy = 5181726 1y R gap. (3.29)
T, = Elgl’meaﬁuvT%ﬁ. (3.30)
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Asi:

[Da, DglupV*? =R” v"—f’laﬁ D,VP. (3.31)

caf
Re-etiquetamos indices en laEc. (3.31) para dar:
Dy, Dy]upV? =R 6, Vo =T, D3 VP. (3.32)
El lado izquierdo de esta ecuacion se define mediante:
donde las derivadas covariantes deben definirse por la conexion dual de Hodge definida en (3.24):
)
DuVP =9 VP + APV, (3.34)
DVP =9, VP + AP V7. (3.35)

Resolviendo el dgebradetorsion y curvatura segin las Ecs. (2.132, 2.134):

A, =AY, — AN, (3.36)
RY =AM O A* AR AC AR AT 3.37
pvp = Oul\Typ = VAT AT Ay vel> pp- (3.37)

Estos son los tensores de torsion y curvatura del dual de Hodge de la variedad de Riemann.
Ahora probamos laidentidad de Cartan Evans como sigue. Laidentidad es:

DAT* =R A¢g (3.38)

dAT + 0% ANT? =R, N g". (3.39)

En notaciOn tensorial en la variedad de Riemann, las Ecs. (3.38, 3.39) devienen:

DHTavp + DP TlLv + DVT(;),u = Rauvp + Rapuv + Ravpua (3.40)
que pueden expresarse con corchetes de permutacién como

DT, p) =R uvp) = 46 Ry p)- (3.41)
Esta ecuacion es formalmente idéntica a(3.15)con las siguientes correspondencias:

T—T, (3.42)

R R,

I'—A.

Por tanto, la prueba de la identidad de Cartan-Evans procede en completa analogiaa la identi-

dad de Cartan-Bianchi en la seccidn previa. Comenzando con el equivalente del lado izquierdo
delaEc. (3.15),

DTy = 0T + @, Ty (3.43)
se deduce que esta expresifn es igual a su equivalente del lado derecho de laEc. (3.15):

4 Ry (3.44)
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Sigue lavalidez delas Ecs. (3.40/3.41) que eslacontraparte de (3.19):

En la notacion de formas, ésta es laidentidad de Cartan-Evans:
DAT =R, Ng". (3.46)

En la prueba de la identidad de Cartan-Bianchi se emple6 €l postulado de latétrada(2.237).
Para laidentidad de Cartan-Evans esto debe usarse con la conexion A

ouq’y +4"5 0%, — ' A 1, =0. (3.47)

Obviamente aqui la conexion de espin o depende de la conexién A, no de laconexiénT'. (Hubie
se sido Optimo emplear un simbolo diferente paraw, pero lo conservamos por conveniencia).
En resumen, todos |os elementos geométricos para la identidad de Cartan Evans se obtienen
del siguiente conjunto de ecuaciones:

N = 38 0P 0Py, T (3.48)
0%, = q"vq" y A 1 — 4" 0ud"y (3.49)
A, = ALy — A}, (3.50)
R* 1y = Oul\S, — Ov Ay + Af G AS, — ASGAS,. (3.51)

Alternativamente, los duales de Hodge de curvatura y torsidn pueden computarse a partir de las
cantidades originales (basadas en la conexion I'):

~ 1 _
R ouy = 318260y R gap. (3.52)
~ 1
A —1/2 A
Iy =518l 126, T op. (3.53)

Las 2-forma de 7% y R se obtienen en forma usual, multiplicando con elementos de |a tétrada:

Ry =454 R oy, (3.54)

T, =q4 T, . (3.55)

Una nueva inferencia de la identidad de Cartan-Evans es que hay una conexion de dualde Hodge
en la variedad riemanniana en 4 dimensiones. Es un descubrimiento bésico, y puede desarrollarse

en matematica pura usando todo tipo de variedad. Pero ese desarrollo no es de interés parala
fisica por la Navaja de Ockham, y la necesidad de evaluar unateoria contra datos experimentales.

» Ejemplo 3.2 Anadogamente a ejemplo 3.1, verificamos la identidad de Cartan-Evans por
codigo del mismo gjemplo de latétrada, la transformacion de coordenadas cartesianas a polares
esféricas. Laidentidad de Cartan-Evans (3.46) puede expresarse con indices segun (3.45):

7 7 7 > b B b, b
D#Tavp +DvTap,u +DPTLLV :Rabyv 9 +Rabvp 9 pu +Rabpu qv- (3.56)
Resolviendo las derivadas covariantes segln (3.4) esto finalmente resulta
Ty +0T%, +0pT%, +0%,Th, + 0, T, +o',Th, (3.57)

D b D b %Y b
= Rabyv qp +Rabvp qu +Rubpy qy
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paracada indicetriple (U4, v,p). El lado izquierdo y el derecho de esta ecuacion se computan en los
gjemplos de codigo [34, 35]. Hay sin embargo una diferencia. Mientras laidentidad de Cartan-
Bianchi se cumple para toda dimension n de espacio riemanniano, introducir el dual de Hodge
paralaidentidad de Cartan-Evans limitala dimension de las 2-formas del dual an— 2.

Asi que, para obtener ecuaciones compatibles para ambas identidades, debemos usar n =4 en
el gemplo, que llevatambién a 2-formas de los duales de Hodge.  Debemos extender la matriz
detransformacion a (Ec. 2.213) en el 0-componente (coordenada temporal), que resulta en

0 0 0
sinBcos¢ rcos@cos¢ —rsinfsing
sin@sing rcos@sing rsinfcos¢

cos 6 —rsin@ 0

(3.58)

S o o ==

La coordenada temporal permanece inalterada por la transformacion. El tensor de la métrica
n-dimensional g puede computarse desde la tétrada por (2.204):

guv =144 "\ Nap- (3.59)

Obtenemos €l tensor de la métrica:

1 0 O 0
00 -1 0 0
00 0 0 —r’sin’6
gue tiene e maédulo del determinante
gl =r*sin® 6. (3.61)

El simbolo de Levi-Civita €4, en cuatro dimensiones puede computarse con

a,di ,as,as ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Ahora estan todos los elementos para evaluar las Ecs. (3.48-3.51). Con éstas, pueden evaluarse
ambos lados de la Ec. (3.56), como en & gjemplo 3.1. Lo hacemos en dos etapas. En la primera
repetimos los calculos del ejemplo de arriba (identidad de Cartan-Bianchi) en 4 dimensiones
[34]. Un resultado interesante es que la conexion Gama, obtenida con condiciones adicionales de
antisimetria, tiene solo 4 parametros libres. Esto es similar alateoria de Einstein, donde lamétrica
simétrica solo se determina hasta 4 pardmetros, que pueden elegirse libremente y representan "libre
eleccidn de coordenadas’. En geometria de Cartan, la métrica se define en forma Unica de la tét-
rada. La“eleccion libre” aparece en las conexiones. Por ende, esta eleccion también esta alli en
latorsiony curvatura, y finalmente en los teoremas fundamentales. Algunos resultados del
codigo [34] son:

0, =Ay? (3.63)
A
Py =—
ot r2sin 6
@) Aszcos@
()] =
1(3) 2
245
TA; ==
13 72
0 A;rsin® —A; cos0
R 3 =

sin @
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Como en e gemplo precedente, la comparacion entre ambos lados de laidentidad de Cartan-
Bianchi muestra que ambos lados son iguales, en este caso para cuatro dimensiones.

En el segundo ejemplo de codigo [35], se computan las conexiones del dual de Hodge Ay oy
lostensores T , R vy sus 2-formas correspondientes. Obtenemos por €jemplo, paralas conexio-
nes duales de Hodge y tensores:

Ay
N3 = peRe (3.64)
cos 0
Aoy = ——5—
o 2gind g
2) _ sing (r2 cos@sin’ 6 + A, sinB—Alrcose)
@ e T r3sin @
027 J4ging
R%;5=0
~ 2A5 % cos 0 sin O — A,?
R0 = —

sin* 0

Insertando estas cantidades en ambos lados de la identidad de Cartan-Evans, vemos que ambos
lados son iguales, la identidad se mantiene en el ejemplo elegido. "

Formas alternas de identidades de Cartan-Bianchi y de Cartan-Evans

ldentidad de Cartan-Evans

Sevi6 que laidentidad de Cartan-Evans se basa en |a definicion fundamental del dual de Hodge de
torsién y curvatura, y sumatres de ellos en permutacion ciclica.
Empleando la definicion

Ty =q% Ty (3.65)
se deduce que:
DT, = (Duq" )TN +4*DuT%,, (3.66)

empleando lareglade Leibniz. Usando el postulado de la tétrada:

Dug®c=0 (3.67)
encontramos que:
DuT%, =q“DuT"%,, . (3.68)

Se deduce entonces que:
DyT%,, +DyT%,, +DpT%,, =R, +R pu+R",,, (3.69)

que es la identidad de Cartan-Evans escrita s0lo en lavariedad base Esta ecuacion puede re-expre-
Sarse cComo:

D T*" =R",}M". (3.70)
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Laformamés sencilla de ver esto es tomando un jemplo particular:
D\ T%; +DsT%, +DaT%; =R 53+ R 5+ Ry (3.71)

y tomar el término del dual de Hodge con indices superiores segiin laEc. (2.117). Los factores
constantes se cancelan. Para el simbolo de Levi-Civita se mantiene:

eV = —&,,0p (3.72)

de manera que también se cancelael cambio designo. Mas aln, para un doble dual de Hodge
de un tensor T se mantiene

T=4T (3.73)

de manera que también cualquier cambio de signo de esta clase se cancela.  Tomamos el dual
de Hodge de (3.71), término atérmino. El simbolo de Levi-Civitatiene la propiedad de que en
las expresiones

euvaﬁTKﬁ (3.74)
o

los paresde indices (uv) y (af8) son mutuamente excluyentes:

w#v, o#p, (3.75)
ué o, B,
vé{a, B}

En total obtenemos para el jemplo del dual de Hodge de (3.71):

que es un ejemplo de la Ec. (3.70), laforma aternativa de laidentidad de Cartan-Evans:

D T =R**|. (3.77)

Identidad de Cartan-Bianchi

La Ec. (3.77) es el formato més til dela identidad de Cartan-Evans. También laidentidad de
Cartan-Bianchi puede re-expresarse en este formato. De la Ec. (3.19) se obtiene:

DyT%,, +DvT*,, +DpT%,, =R vy +R ypu +R (3.78)

que es idéntica a(3.69) excepto gque éstos son los tensores originales en vez de los duales de
Hodge. De manera que la misma derivaciéon de arriba conduce alaformaalternativa de la
identidad de Cartan-Bianchi:

D T*" =R*,""|. (3.79)

Debera notarse que en las formas contravariantes de arriba de ambas identidades, el dual de Hodge
y los tensores original es se intercambian, comparados con las formas covariantes (3.19) y (3.45).



3.3.3

3.4

3.4.1

62 Capitulo 3. Teoremas fundam. de la geometria de Cartan

Consecuencias de las identidades

Al fina de esta seccion investigamos las implicaciones de antisimetria de la conexion Gamaen la
geometria de Cartan. La conexién Gama debe tener al menos partes antisimétricas con

Iy =-Th,. (3.80)

Si 4 =ven la conexion Gama, entonces desaparece e conmutador, como también lo hacen los
tensores detorsion y curvatura. Si s6lo hay partes simétricas en la conexion:

rt, =T", #70 (3.81)

entonces desaparece la torsion, conduciendo a caso especia de (3.77):

R¥ M =0, (3.82)

Se ha mostrado por agebra computacional [16, 17] que todas las métricas de la ecuacion de
campo de Einstein, en presencia de materia, dan el resultado erréneo

R, #£70, (3.83)
Dy T =?0. (3.84)

Es una contradiccion respecto de propiedades béasicas de geometria de Cartan, el superconjunto

de la geometria riemanniana, y por lo tanto la Ec. (3.77) es unarestriccién parateorias como la
relatividad einsteiniana, que se basan en geometriariemanniana. El error se trasladaatravés de
toda la obsoleta e incorrecta cosmologia, que debieran de descartar los académicos.  Estaincon-
sistencia se perpetud acriticamente durante casi un siglo. Esto significa que la cosmologia del

modelo establecido delafisica no tiene sentido, y debiera de ser reemplazado por la cosmologia

ECE, basada en latorsion.

Otras identidades

Hay algunas otras identidades que no desempefian un papel tan importante para las ecuaciones de
campo de la teoria ECE, pero que representan nuevos conceptos en la geometria de Cartan. Se
obtuvieron durante el desarrollo delateoriaECE. Las presentamos a continuacion, parcia men-
te sin demostraciones, las cuales pueden hallarse en laliteratura.

Identidad de torsién de Evans (primera identidad de Evans)

A partir de la identidad de Cartan-Bianchi puede derivarse otra identidad, que contiene s6l0
términos de torsion. Esta es laidentidad de torsion de Evans [14]. Establece explicitamente

v Don + T8, The +T5, T, =0 (3.85)
y puede expresarse en forma abreviada con corchetes de permutacion:
T T = 0] (3.86)

Laidentidad puede re-expresarse con notacién de formaa

o multiplicando con ¢“,.:

T AT* =0]|. (3.88)

Aqui, T% es una 1-formay T# es una 2-forma, creando una 3-formadel lado izquierdo. La
demostracion se basa en insertar las definiciones de torsion en laidentidad de Cartan-Bianchi y
puede hallarse en laliteratura[14].
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Identidad de Jacobi

La identidad de Jacobi [18] es una identidad exacta en teoria de campo y relatividad general.
Es una identidad de operador, que aplica a derivadas covariantes y generadores de grupos [19]
por igual. Raravez se demuestra en detalle, por 1o que seincluye ésta a continuacion. Laidenti-
dad de Jacobi es una suma permutada de tres derivadas covariantes:

[Dp, [Dy,Dy]] +[Dv, [Dp,Dy]] + [Dy, [Dv,Dp]] = 0]. (3.89)

Para la demostracion, expandemos los conmutadores del lado izquierdo:

L.H.S=[D,,DyDy—D,Dy]+ [Dy,D,Dy —Dy,Dp) + [Dy,DyDp — DDy (3.90)
=Dy (DuDv - DvDu) - (DuDv - DvDu)Dp
+Dy(DpDy —Dy,Dp) — (DpDy — Dy, Dp ) Dy
+Dy(DyDy —DyDy) — (DyDy, —DpDy)Dy

y esta expansién se considera una expansion de adgebra que suma cero:

L.H.S =D,DyDy — DyDyDy —DyDyDy +DyDyD, (3.91)
+DyDyDy —DyDpDy —DyDpDy +DpDyDy
=0,

Q.E.D. Laidentidad de Jacobi también puede expresarse de una forma alternativa:

[[Du,Dy],Dp| + [[Dp,Dy],Dy] +[[Dv,Dp),Dy] = 0. (3.92)

Identidad de Bianchi-Cartan-Evans

Enrelatividad genera einsteiniana, se emplealasegundaidentidad de Bianchi, que se obtiene
de laderivada covariante de la primeraidentidad de Bianchi. En este tipo de teoriaseignorala
torsion . El mismo procedimiento puede aplicarse alaidentidad de Cartan-Bianchi de la geometria
de Cartan, que contiene torsién y curvatura. Resulta laidentidad de Bianchi-Cartan-Evans[20-22]:

DyD;TY,, +DpDy T, +DyD, T, =DuR",, +DpR%, , +DR | (3.93)

La demostracion se efectud por primeravez en el documento UFT 88 [20] que es el mésleido de
lateoria ECE. Pueden producirse otras dos identidades por permutacion ciclicade (i, v,p). La
Ec. (3.93) es la correcta "segunda identidad de Bianchi" aumentada por torsion.  Enteoria
einsteiniana se emplealaversion incorrecta

=70 (3.94)

DNRKQva +DPRK7Luv +DvRK7Lpu

Esto se obtiene a partir de (3.93) omitiendo arbitrariamente la torsion. La ecuacion de campo de
Einstein-Hilbert se obtiene de esta errdbneamente truncada"segundaidentidad de Bianch" [20]. O
sea que todas las soluciones de la ecuacion de campo de Einstein-Hilbert son inconsistentes.

Notese que laidentidad de Bianchi-Cartan-Evans no dainformacion adicional en compara-
cion con laidentidad de Cartan-Bianchi, porque se deduce de ésta Ultima por diferenciaciony,
por lo tanto, no es independiente.
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Identidad de Jacobi-Cartan-Evans

La identidad de Jacobi puede emplearse para obtener otra identidad. Cuando los términos de la
identidad de Cartan Bianchi se insertan en la identidad de Jacobi (3.89), resultalarelacion

([Dp, (D, DV]] + Dy, [Dp, Dyl] + [Dy, [Dy, Dp]]) VF (3.95)
_ (DPRKMv +DyRY —|—DHRKMP> v

- (T/luv [DPaD/I] +T/lpp [DwD/ﬂ +T/lvp {DM’DAD Ve
=0

donde la identidad de Jacobi se ha aplicado a un vector arbitrario V" de la variedad base.
Debido a que la identidad de Jacobi suma cero, se obtiene la ecuacion

(DoR sy + DR 1y + DuR )V (3.96)

= (T [Dp. 2] + T2, Dy, D3]+ T, (D, D3] VE.

Transformaciones adicionales, descritas en [22], dan como resultado

DPRK/luv JrDvRK/lp,u +DMRK7va = Tauv R* + Tap,u R® + Tavp R* (3.97)

Apa Ava Auap

que se denomina la identidad de Jacobi-Cartan-Evans.
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